Algorytmy 1 Zlozonosé

Wojciech Penczek

1 Znajdowanie nakrotszej Sciezki w grafie

Zastosowania: znalezienie najkrotszej trasy miedzy dwoma
miastami.

Dany graf G = (V, E, M), w ktorym M (v,v") przyp-
isuje krawedziom wagi o wartosciach rzeczywistych nieu-
jemnych.

Waga sciezki w grafie nazywamy sume wag jej krawedzi.
Waga najkrotszej sciezki w grafie pomiedzy v i v" (ozn.
d(v,v")) to minimum ze wszystkich wag Sciezek z v do v’
lub oo jesli taka Sciezka nie istnieje.

Algorytm BFS znajduje najkrotsze sciezki w grafach z jed-
norodna wagg wszystkich krawedzi.

Rozwazamy graf G z wyréznionym wierzchotkiem s. Nalezy
znalez¢ najkrotsza Sciezke z s do v dla kazdego wierzchotka
v.



Badamy podgraf poprzednikow G, = (Vi, B, M), gdzie
Vi=A{veV |rv] #nil} U{s},

Er = {(rlv],v) |ve Vai\{s}}.

M, =M |(V7T><V7r)-

Algorytm bedzie tak budowat graf G, by byl on grafem
najkrotszych sciezek tzn. takim podgrafem G, ze kazda
Sciezka G jest najkrotsza sciezka w G.

Zauwazmy, ze gral G, jest drzewem, a wiec dla kazdego
wierzchotka v istnieje co najwyzej jedna Sciezka z s do v.

Przyklad 1.1 Graf i najkrotsze sciezki w grafie.
Fakty:
e Podsciezki najkrotszych Sciezek sa najkrotszymi Sciezkami,

e /(s,v) < d(s,w)+M(w,v) dla kazdej krawedzi (w, v).
1.1 Relaksacja

Atrybut d|v] utrzymuje najmniejsza obliczona wage sciezki
z s do .

[nicjalizacja: poczatkowo wszystkie d|v] = oo za wyjatkiem
d|s] =0, 7|v] = nil.

Relaksacja krawedzi (u, v) polega na sprawdzeniu czy prze-
chodzac przez wierzchotek © mozna znalez¢ Sciezke krotsza
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od dotychczasowe] najkrotszej sciezki do v 1 jesli tak na
zmodyfikowaniu 7|v| i d|v].
RELAX(u,v,M)

1. if d[v] > d[u] + M (u,v) then d[v] := d[u] + M (u, v),

] = u;
Wtasno$ci relaksacji

1. Po wykonaniu relaksacji zachodzi dv] < dlu|+M (u,v),

2. Warunek d[v] > §(s,v) jest niezmiennikiem dowolnego
ciggu relaksacji po wykonaniu inicjalizacji,

3. Kiedy d[v] = (s, v), to juz wiecej nie ulega zmianie.

4. Niech s — — > u — v bedzie najkrotsza sciezka w
grafie. Jesli po wykonaniu ciggu relaksacji dju] = §(s, u)
i zostanie wykonane RELAX (u,v, M), to dlv] = (s, v).

5. Po wykonaniu inicjalizacji grat G jest drzewem o ko-
rzeniu S 1 wtasno$é ta jest niezmiennikiem kazdego
ciggu relaksacji.

6. Jesli po wykonaniu inicjalizacji i dowolnego ciggu re-
laksacji w grafie G zachodzi d[v] = (s, v) dla kazdego
wierzchotka v, to G; jest drzewem najkrotszych sciezek

w (.



Algorytm Dijkstry

Dijkstra(G,s)

1 inicjalizacja G, s;

2 S = 0;

3 Q =V

4 while @ # 0;

5 u = Extract— Min(Q)
6 S =S U{u};

7 for each v € L{ul;

8 RELAX (u,v,G);

Q) - kolejka (priorytetowa),

Wierzchotki w () sa ustawione zgodnie ze wzrastajacymi
wagami d.

Extract—Min(Q)) oznacza wybranie i usuniecie z ) wierz-
chotka o minimalnej wadze d.



Algorytm Bellmana-Forda

BELLMAN-FORD(G s)

1 inicjalizacja G, s;

2 fori:=1to|V]—1;

3 do for each (u,v) € E;
4 do RELAX (u,v,G);



