Wyklad 14

Projektowanie procedur rekurencyjnych

Zadanie: znalez¢ wszystkie potozenia osmiu hetmanow
na 64 polowej szachownicy, tak by zaden hetman nie bil
innego (zadne dwa hetmany nie mogg znajdowac si¢ w
tej samej kolumnie, w tym samym wierszu i na tej
samej przekatnej).

Rozwigzanie bedzie ilustracjg stopniowej konstrukcji
metodg prob 1 btedow.

Stopniowa konstrukcja polega na tym, ze znajdujemy
reprezentacje rozwigzania X postact [x1,x2,...,xn]
konstruujac kolejno [x1], [x1,x2], [x1,x2,x3] itd. w ten
sposob, ze

1.kazde przejscie od [x1,...,x3] do [x1,...,x3,xj+1] jest
prostsze niz obliczanie calego probnego rozwigzania,

2.jesli  q jest predykatem charakteryzujacym
rozwigzanie, to musi zachodzi¢:

v ((I<=j<=n) => (q(x)=>q([x1.....x]])

Warunek 2 oznacza, ze aby otrzymac pelne i poprawne
rozwigzanie musimy uzupelni¢ rozwigzanie czg¢sciowe
tak, by spelniato ono kryterium poprawnosci.



Jezeli takie uzupehlnienie nie jest w danym momencie
mozliwe, to odwolujemy pewne  poprzednie
uzupelnienia tego rozwiazania, czyli skracamy je do
[x1,....x1], gdzie 1<) 1 prébujemy inne uzupetnienie.
Takie powroty 1 probowanie nowego rozwigzania
nazywamy nawracaniem.

Szachownica jest podzielona na rzedy 1 kolumny
ponumerowane od 0 do 7.

Hetmany umieszcza si¢ w kolejnych rzedach
poczynajac od zerowego rzedu 1 dodajagc za kazdym
razem nowego bezpiecznego hetmana.

Algorytm moze wigc wygladac nastepujgco:

e umieszczamy hetmana w polu 0,0,

e W pierwszym rzedzie poruszamy Ssi€ 0mijajac
wszystkie pola bite przez hetmana w rzedzie
Zerowym,

e dla kazdego rozmieszczenia dwodch pierwszych
hetmandéw hetman 2 porusza si¢ w 2 rzedzie
opuszczajac pola bite przez poprzednich hetmanow.
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Dobre ustawienie: 0-3, 1-1, 2-6, 3-2, 4-5, 5-7, 6-4, 7-0.




Numeracja przekatnych:
Do dohu w lewo: 0,1,2,3,4,5,6,7,..,14
Do dotu w prawo: -7,-6,...,0,1,2,3,4,5,6,7.

Pole (x,y), gdzie X — numer wiersza, y — numer
kolumny, znajduje si¢ na przekatne;:

do dotu w prawo y-X, do dolu w lewo x+y

Czyszczenie tablicy;
h:=0;
repeat
postawienie hetmana na polu (0,h);
,,utworzenie wszystkich rozmieszczen z ustalonym
hetmanem 07;
h:=h+1
until h=8
Instrukcje  abstrakcyjng: ,,utworzenie  wszystkich
rozmieszczen z ustalonym hetmanem 0 zapisujemy::
h1l:=0:;
repeat
If pole(1,hl1) jest bezpieczne then
begin
postawienie hetmana na polu (1,h1);
utworzenie wszystkich rozmieszczen z
ustalonymi dwoma poczatkowymi hetmanami;
usuni¢cie hetmana z pola (1,h1)
end
hl:=h1+1
until h1 =8



Instrukcje ,, Utworzenie wszystkich rozmieszczen
z ustalonymi dwoma poczatkowymi hetmanami”
mozemy rowniez wykona¢ w podobny sposob.

Wstawiajac te fragmenty jeden w drugi otrzymalibySmy
w ten sposob 8 zagniezdzonych petli repeat.

Taki program bytby poprawny, ale jego wadg byloby to,
ze nie datby si¢ dostosowywac¢ dla innych rozmiarow
tablicy. Dobrze byloby wigc by wszystkie petle byty
wyrazone za pomoca tego samego tekstu.

Wszystkie petle poza skrajnymi bedg traktowane tak
samo. Natomiast pierwsza petla jest wyrdzniona z tego
powodu, ze nie sprawdzamy w niej, czy pole (0,h) jest
bezpieczne gdyz wiemy, ze tak jest.

Mozna jednak wigczy¢ warunek

If pole(0,h) jest bezpieczne then ....
Projektujgc petle najbardzie; wewnetrzng, powinniSmy
uwzgledni¢  drukowanie ukladu po  otrzymaniu
bezpiecznego zestawu hetmanow. Mozemy zastgpic
instrukcje abstrakcyjng ,,utworzenie ....”" instrukcja:
if szachownica zapelniona
then drukowanie rozmieszczenia
else utworzenie wszystkich rozmieszczen

przez uzupetnienie poprzedniego.



Warunek szachownica zapelniona mozna skonstruowac
wprowadzajac zmienng globalng n, jest ona zapeiniona
gdy n=8. Kazda petla ma swojg zmienng lokalng h.

procedure utworzenie;
var h:integer,

begin
h:=0;
repeat
If pole(n,h) jest bezpieczne then
begin
umieszczenie hetmana na polu (n,h);
n:=n+1,;
If n=8 then drukowanie rozmieszczenia
else utworzenie;
n:=n-1;
usuni¢cie hetmana z pola (n,h)
end;
h:=h+1
until h=8
end

Szukany algorytm redukuje si¢ do instrukcji:
wyczyszczenie szachownicy;
n:=0;
utworzenie;

Nalezy okresli¢ reprezentacje rozmieszczen hetmandw
na szachownicy: var X : array[0..7] of integer;
X[1] =] tzn. i-ty hetman jest w j-tej kolumnie.



Woprowadzamy dodatkowo zmienne boolowskie Kol,

Lewo i Prawo:

e Kol[k]=true gdy w k-tej kolumnie nie ma zadnego
hetmana,

e Lewo[K]=true, na k-tej przekatnej biegnacej w lewo w
dol nie ma zadnego hetmana,

e Prawo[k]=true, na k-tej przekatnej biegnacej w prawo
w dot nie ma zadnego hetmana.

Tablice te nalezy zdefiniowac nastepujgco:
var Kol: array[0..7] of boolean;
Lewo:array[0..14] of boolean;
Prawo: array[-7..7] of boolean;

Warunek pole(n,h) jest bezpieczne jest postaci;
Kol[h] and Lewo[n+h] and Prawo[h-n].

Instrukcja umieszczenie hetmana w polu (n,h) uscisla
si¢ nastepujaco:

X[n]:=h; Kol[h]:=false;

Lewo[n+h]:=false; Prawo[h-n]:=false

Instrukcje usuniecie hetmana z pola (n,h) uscisla si¢
nastepujgco:
Kol[h]:=true; Lewo[n+h]:=true; Prawo[h-n]:=true



program hetmany;
var n,K:integer; X: array[0..7] of integer;
Kol: array[0..7] of boolean;
Lewo: array[0..14] of boolean;
Prawo: array[-7..7] of boolean;
procedure utworzenie;
var h:integer;
begin
h:=0;
repeat
If {pole(n,h) jest bezpieczne} Kol[h] and
Lewo[n+h] and Prawo[h-n] then
begin {umieszczenie hetmana w polu (n,h)}
X[n]:=h;
Kol[h]:=false;
Lewo[n+h]:=false;
Prawol[h-n].=false;
n:=n+1
If {szachownica zapetniona} n=8 then
begin {drukowanie rozmieszczenia}
for k:=0 to 7 do write(X[k]); writeln
end else utworzenie;
n:=n-1 {usunigcie hetmana z pola (n,h)}
Kol[h]:=true;
Lewo[n+h]:=true;
Prawo[h-n]:=true
end;
h:=h+1;
until h=8
end,;



begin {program giéwny}
{wyczyszczenie tablicy}
n:=0;
for k:=0to 7 do
Kol[k]:=true;
for k:=0to 14 do
begin
Lewo[K]:=true;
Prawo[k-7]:=true
end;
utworzenie end.



Problem: Wieze Hanoi*

Wieze Hanoi - problem polegajacy na
odbudowaniu, z zachowaniem ksztattu, wiezy z
krazkéw o roznych srednicach, przy czym podczas
przektadania wolno si¢ poslugiwa¢ buforem
(reprezentowanym w tym przypadku przez
dodatkowy shupek), jednak przy ogdlnym
zalozeniu, ze nie wolno ktas¢ krazka o wigksze;j
srednicy na mniejszy ani przektadac kilku kragzkow
jednoczesnie.

Jest to przyktad zadania, ktérego ztozonos¢
obliczeniowa wzrasta niezwykle szybko wraz ze
zwickszaniem liczby elementow wiezy.

* Material zaczerpniety z Wikipedii.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Hanoi
http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%9Arednica
http://pl.wikipedia.org/wiki/Z%C5%82o%C5%BCono%C5%9B%C4%87_obliczeniowa
http://pl.wikipedia.org/wiki/Z%C5%82o%C5%BCono%C5%9B%C4%87_obliczeniowa

Zagadka Wiez Hanoi stala si¢ znana w X1 X wieku
dzieki matematykowi Edouard Lucasowi, ktory
proponowat zagadke dla 8 krazkow.

Tybetanska legenda glosi, ze mnisi w Swiatyni
Brahmy rozwigzujg t¢ tamigtowke dla 64 ztotych
kragzkow. Legenda mowi, ze gdy mnisi zakoncza
zadanie, nastgpi koniec Swiata.

Zaktadajac, ze wykonuja 1 ruch na sekunde,
utozenie wiezy zajmie 2%—1 =18 446 744 073 709
551 615 (blisko 18 i pot tryliona) sekund, czyli
okoto 584 542 miliardow lat.

Dla porownania: Wszechswiat ma okoto 13,7 mld
lat.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Trylion

Wieze Hanoi mozna rozwigzac¢ za pomoca
algorytmu rekurencyjnego lub iteracyjnego.

. Oznaczmy kolejne shupki literami A, B 1 C.

. Niech n bedzie liczba kragzkoéw, ktore chcemy
przenies¢ ze stupka A na stupek C postugujac
si¢ stupkiem B jako buforem.

Rozwiazanie rekurencyjne:

Algorytm rekurencyjny sktada si¢ z nastepujacych
krokow:

1.przenies$ (rekurencyjnie) nN-1 kragzkow ze
stupka A na stupek B postugujac sie stupkiem
C,

2.przenies jeden krazek ze stupka A na stupek C,

3.przenies (rekurencyjnie) n-1 kragzkow ze
stupka B na shupek C postugujac si¢ stupkiem
A


http://pl.wikipedia.org/wiki/Rekursja

Implementacja w C++

#include <iostream>
using namespace std;

void hanoi (int n, char A, char B, char C) {
// przektada n krazké4w z A korzystajac z B na C
if (n > 0) {
hanoi(n-1, A, C, B);
cout << A << " => " <K C << endl;
hanoi(n-1, B, A, C);

int main (int argc, char *argv[]) {
hanoi (3, 'A', 'B', 'C");
return 0O;



Rozwigzanie iteracyjne

Algorytm iteracyjny sktada si¢ z nastepujacych
krokow:

1.przenies naymniejszy krazek na kolejny (*)
stupek.

2.wykonaj jedyny mozliwy do wykonania ruch,
nie zmieniajac potozenia krgzka najmniejszego

3.powtarzaj punkty 112, az do odpowiedniego
utozenia wszystkich kragzkow.

(*) Kolejny slupek wyznaczamy w zaleznosci od
liczby krazkow. Jesli liczba krazkow jest parzysta,
kolejnym stupkiem jest ten po prawej stronie (gdy
dojdziemy do stupka C w nastepnym ruchu
uzywamy stupka A).

Jesli liczba krazkow jest nieparzysta, kolejnym
stupkiem jest ten po lewej stronie (gdy dojdziemy
do stupka A w nastepnym ruchu uzywamy stupka
C)



Roéwnanie okreslajace liczbe ruchow potrzebnych do
rozwigzania problemu wiez Hanoi dla n kragzkow:

L(n) = Lin—1) + 1 + L{n—1)
Dowod
Latwo pokazaé, ze Ln) < Ln-1) + 1 + L(n-1).

. w pierwszym kroku przektadamy n-1 kragzkow na jeden
stupek (bez straty ogolnosci zatozmy, ze jest to stupek nr
3) - wymaga to co najmniej L(n-1) ruchow

. przektadamy n-ty krazek na drugi stupek - wymaga to
jednego ruchu

. przektadamy pozostate krazki ze stupka 3. na n-ty krazek
lezacy na drugim slupku - wymaga to co najmniej L(n-1)
ruchow.

Aby wykazaé, ze L(n) =2 L(n-1) + 1 + L(n-1)
przeprowadzmy nastepujgce rozumowanie:

Aby moc ruszy¢ n-ty krazek, trzeba najpierw zdja¢ wszystkie
lezace na nim krazki, tak by po ich zdje¢ciu, jeden z stupkow
pozostat wolny (aby na jego "dno" mogt trafi¢ n-ty krazek).

A wiec ze stupka 1 przektadamy krazki 1.2,---n — 1 na stupek
3. Poniewaz az do momentu gdy na drazku 1 pozostanie tylko
n-ty krazek nie ma znaczenia czy rzeczywiscie si¢ on tam
znajduje, a wiec do tego momentu sytuacja upraszcza si¢ do
rozwigzania problemu wiez Hano1 dla n-1 krazkow (ktérego
minimalna liczba ruchow wynosi L(n-1)). Na przetozenie
krazka n-tego potrzeba co najmniej jeden ruch. Po jego
przetozeniu zndéw potrzeba przetozy¢ krazki 1,2, ---n — 1- jest
to oczywiscie znoOw sytuacja n-1 kragzkow (wymagajaca co
najmniej L(n-1) ruchéw).



Powyzsze rOwnanie rekurencyjne mozna
przeksztatci¢ do postaci nie korzystajacej z
rekursji:

Lin) = 2-Lin—-1) + 1
Lin)+ 1 =2-Ln-1) + 14+ 1=2-(Ln-1) + 1)

Niech L'(n) = L(n) + 1
Witedy
2.-(Ln—1) + 1) = 2-L'(n—1)
L'(n) = 2-L'(n—1)
jest to rownanie okreslajace cigg geometryczny 0
ilorazie rownym 2 takie, ze

L'(1) = 2
(2 = 4
Lf(n}:z on

Po powrocie do L(n) otrzymujemy

L(n) = 2" — 1


http://pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnanie_rekurencyjne
http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_geometryczny

