Wyklad 12 13

Algorytmy tekstowe

Teksty mogg by¢ reprezentowane za pomoca:
List

lub

Tablic

Problem wyszukiwania wzorca: WW

Dany wzorzec X i tekst y:
IX|=m, |ly|=n 1 n>=m (n duzo wieksze niz y)

Znalez¢ wszystkie wystagpienia wzorca X W Y.

Oznaczenia;

z[1..]] = z[1]z[1+1]...z[]]

gdy y[i..i+m-1] = X, to X wystepuje w Y ha pozycji |.



Algorytm N (naiwny)

begin
|:=1,;
whilei<=n-m+ 1do
begin
If X[1..m] = y[i..i + m -1] then write(i);
| :=1+1;
end;

end:



Algorytm N (naiwny — petna wersja)

begin
| :=1;
whilei<=n-m+1do
begin
] :=0; while x[j+1] = y[i+j]do |: =] + 1;
If | = m then write(i);
| :=i+1; {przesuniecie rowne 1}
end;
end;

Zlozonosé pesymistyczna — O(n?)
ZYozono$¢ oczekiwania — O(n)



Algorytm KMP (Knutha-Morrisa-Pratta)

Przesunigcie wigksze niz 1.

Korzystamy z informacji o wartosci j, obliczonej w
poprzednim kroku algorytmu.

P[j] = max { 0 <=k <j | X[1..K] jest sufiksem x[1..j]}

P[0] = P[1] =0

przesunigcie(j) = max(1,j — P[j])



Algorytm KMP

begin
1:=1;]:=0;
whilei<=n-m+ 1do
{X[1..P[j]] = x[J-P[j]+1..]] = y[i..i+P[j]-1]}
begin
J = PlL;
while x[j+1] = y[i+j]do | : =]+ 1;
If | = m then write(i);
| .= | + przesuniecie(j); {przesuniecie >= 1}
end
end;

ZYozono$¢ pesymistyczna — O(n)
ZYozono$¢ oczekiwania — O(n)



Obliczanie tablicy P

{Algorytm obliczania tablicy P)

P[j] = P"i[j-1] + 1 dla pewnego i, jesli istnieje
Pj]=0 w przeciwnym wypadku

begin
P[O] .= P[1] :=0;
t :=0;
forj:=2tomdo
begin {obliczamy wartos¢ P[j]}
{t=P[ - 1]}
while (t>0) and (x[t + 1] <> x][j]) do t := P[t];
If X[t + 1] =x[j]]thent:=t+ 1,
P[] :=1t;
end;
end;

ZYozono$¢ — O(m)



Wersja oryginalna KMP

Zamiast tablicy P uzywa si¢ bardziej skomplikowanej
do obliczenia tablicy NEXT, w ktore;j:

NEXT]j] jest maksymalng dtugoscia k wlasciwego
sufiksu stowa x[1..j], bedacego jednoczesnie jego pre-
fiksem 1 taka, ze

x[k + 1] <> x[j + 1], jesli 0 <j <m.

Przyjmijmy NEXTI[0] = P[0] = 0.



Algorytm KMP' - wersja on-line algorytmu KMP;
"na wejsciu” jest cigg n kolejnych symboli tekstu v,
zakonczony specjalnym symbolem #.

begin
| :=1; ] :=0; read(symbol);
while symbol <> # do
begin
j .= NEXTIj];
while x[j+1] = symbol do
begin j:=j+ 1; read(symbol) end;
If j = 0 then read(symbol);
If | = m then write(i);
| ;= 1+ max(1,- NEXT[)]);
end
end; {algorytm KMP’}

Istotna roznica migdzy P[] 1 NEXT]]
Np.dlax=a™iy=a""badlaj=m-1.



Algorytm GS'
(wersja algorytmu Galila-Seiferasa dla pewnej klasy
WZOIrcOw)

Wzorzec jest tatwy gdy zadne stowo niepuste postaci
VVV nie jest jego prefiksem.
X = abababba nie jest latwy

= abbabbbab jest tatwy

Dla tatwych wzorcow dziata algorytm GS’, w ktorym
tablice P z algorytmu KMP zastepuje si¢ przez pewne
przyblizone oszacowanie:

P[i] < 2j/3

przesunigcie(j) >=j/3



{Algorytm GS’: wersja algorytmu Galila-Seiferasa
dla tatwych wzorcow}

begin
| = 1;
whilei<=n-m+1do
begin
] =0;
while x[j+1] = y[i+] +1] do j:=j+ 1,
If | = m then write(i);
| .= 1+ max(1, [j/3]); {przesuniecie >= 1}
end;
end;

Z1ozonos¢ czasowa liniowa, pamieciowa O(1)

Przyktad niepoprawnego dziatania dla wzorca, ktory nie
jest latwy X = aaaaaaab =y = aaaaaaaab.

Dla j = 7 przesuniecie bedzie rOwne 2, a wiec pozycja
1 =2 zostanie pomini¢ta.



Algorytm KR (Karpa-Rabina)

Stosujemy funkcje mieszajgcg h, dzieki ktorej
mozna obliczy¢ pewng wartos¢ (kod) podstowa
y_1=y[i.. 1+ m - 1] tekstu wejsciowego.

Jesli h(y 1) = h(x), to z bardzo duzym
prawdopodobienstwem zachodzi rownos¢ x = y |,
a wiec wzorzec x wystepuje w y na i-tej pozycji.

Efektywnosc¢ algorytmu wynika z mozliwosci
szybkiego obliczenia wartosci h(y_i+1), jezel
wartosc h(y i) jest znana.

Dziatanie algorytmu polega na obliczaniu tych
wartosci kolejnodlai=1,2,...,n-m+1[.

Alfabet sktada sie z liter o kodach: 0,1,...,r-1
g — duza liczba pierwsza
X — tekst o dtugosci m

h(x) = (x[1]r™ *+x[2] r™+ ... +x[m]) mod g

Prawdopodobienstwo kolizji - 1/q



{Algorytm KR (Karpa-Rabina)}
begin
hl := h(x);
dM := ™% h2 := h(y[1..m]) ; {koszt O(m)}
| :=1;
whilei<=n-m+1do
begin
If h2 = hl then
If x=y[I..I +m-1] then write(i) {koszt = O(m)};
{oblicz nowe h2 = h (y[i+1..i + m]) wiedzac, ze
poprzednio h2 = h(y[i..i+m - 1]) =
(Y[IIr™*+y[i + [] r™+ ... +y[i+m-1]) mod q}
h2 := ((h2 - y[i] * dM) * r + y[i + m]) mod q;
=1+ 1;
end
end;



Algorytm BM (Boyera-Moore'a)

Jest to ulepszenie zmienionej wersji algorytmu
naiwnego.

Algorytm N’ (wersja algorytmu N)

begin
| = 1;
whilei<=n-m+1do
begin
j :=m; while x[j] = y[it]-1] do j:=] - 1;
If | = 0 then write(i);
| .= i +1; {przesuniecie rowne 1}
end;
end; {algorytm N’}



Tracona wartos¢ j spetnia warunki:

@x[+1.ml=y[i+j.1+m-1]
{do tekstu pasuje koncowa czes¢ wzorca,
poczgwszy od pozycji j + 1 we wzorcu}

(b) x[] <>yl +-1f

Niech s bedzie przesunieciem.
Jesli wzorzec zaczyna sie na pozycji |+ s, to:

warl(s,)):
przesuniety wzorzec jest zgodny z jego czescig
"pasujgcy” ostatnio do tekstu y;
formalnie: dla kazdego j < k <= m zachodzi
s >= K lub x[k - s] = X[K];

war2(s, j):

s >=j lub X[ - s] < > x[j] (warunek ten wynika z
niezgodnosci ostatnio czytanych symboli tekstu i
wzorca).



Niech:

d1(j) = min {s >= 1| zachodzi warl(s, j)}
d2(j) = min {s >= 1| zachodzi warl(s, j) i war2(s, j)}

Przyktad:

y = aaaaaaaaaababababa
X = cababababa.

Mamy d1(9) = 2,
d2(9) = 8,

a wiec d2 daje wieksze przesuniecia

Modyfikujemy algorytm N’ tak, ze przyjmujemy
wartosc przesuniecia s = d2(j)



Algorytm BM (wersja algorytmu N’)

begin
| = 1;
whilei<=n-m+1do
begin
j :=m; while x[j] = y[it]-1] do j:=] - 1;
If | = 0 then write(i);
| ;=1 +d2(j); {przesuniecie rowne d2(j)}
end;
end; {algorytm BM}

Catkowita liczba poréwnan jest liniowa.

Obliczenie tablicy d2[ ] jest liniowe.



Niech x = cababababa i
y = aaaaaaaaaababababa.

Liczba porownan symboli w algorytmie BM jest
rowna 12.

Gdybysmy jako przesuniecia uzyli d1(j) a nie d2(j),
to wykonalibysmy 30 porownan.

Okazuje sie, ze w wypadku uzycia d1(j) liczba
poréwnan jest rzedu n°.

Mozna to zobaczyé dla x = ca(ba)* iy = a®™*?(ba)~.



Algorytm FP (Fishera-Patersona)
Problem WW’ (wyszukiwanie wzorca z symbolami

nieznaczacymi)

Zlozonos¢ problemu WW’ jest (asymptotycznie)
niewigksza niz zlozonos$¢ problemu mnozenia dwoch
liczb catkowitych.

¢ — symbol nieznaczacy (pasuje do kazdego symbolu)

= -relacja ,,pasowania”

Dla symboli si z:

s=zwttws=zlubs=¢lubz=¢

dla tekstow x 1y:

x =y wttw x[1] = y[1] dla kazdej pozycji 1.

Relacja = nie jest przechodnia !!!

Zatem nie wszystkie algorytmy dla WW dzialajg dla
WW’ (gdzie sprawdzanie = jest zastgpione przez

sprawdzanie =)

Jesli jedyng informacje o stowach otrzymujemy za
pomocg porownan =, to potrzeba ich Q(n"2).



Kodujac teksty x 1 y jako liczby binarne, mozna
os13gna¢ zlozonos¢ rzedu nizszego niz n”2 (koszt
mnozenia liczb).

Nie jest znany algorytm o ztozonosci liniowe;.

Mnozenie tekstow u 1 v (*%*):

wik] = N\{i+j = k+1} (u[i] = v[j])

I\ - koniunkcja

Zasada algorytmu:

Wzorzec x wystepuje w tekscie y od pozycji i,
gdzie 1 <=1 <= n-m+1 wttw

zZ[i+ m-1] =1, gdzie z= xR **y.



Przyktad:
X = baa

y = baaba

X"R = aab

aab ** baaba =

baaba
aab

0010010
n=5m=3,n—-m+1=3
z[3] =z[6] =1
1+2=3 2>i=1
1+2=6-2> I=4(alel<=1<=23)

x wystepuje w y tylko od pozycji 1.



Mnozenie logiczne ,,/\,V”’ definiujemy podobnie do **,
ale uzywajac /\, V zamiast =\

logwektor a(v) jest wektorem logicznym, ktorego i1-t3
sktadowg jest true wttw v[i] = a. (v — tekst)

X {a,b}(u,v) =logwektor a(u),,\,V/’ logwektor b(v)

vV ** u = negacji alternatywy logicznej wszystkich
wektorow X {a,b}(u,v), gdzie (a,b) sg wszystkimi
parami wzajemnie réznych symboli r6znych od .

WW’ ma ten sam rzad ztozonos$ci co iloczyn logiczny
wektorow.

Obliczenie iloczynu logicznego wektorow o dlugosci n
jest tego samego rzedu co obliczenie 1loczynu
arytmetycznego dwoch liczb binarnych (o dlugosci
nlogn).

Istniejg algorytmy mnozenia liczb binarnych w czasie
O(n”r), gdzie r < 2, to problem WW’ mozna rozwigzac
w czasie O((nlogn)”r).



