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Ponizszy dokument zawiera opis metody MARS oraz opis implementacji, ktéra jest wzorowana
na pakiecie earth w R (http://www.milbo.org/doc/earth-notes.pdf).

1 Oznaczenia

e n, liczba obserwacji

e p, liczba zmiennych

e y=(y1,...,yn), wektor zmiennej zaleznej

e 4y, Srednia wektora y

e X, macierz zmiennych niezaleznych o wymiarach n x p
® Ii,...,Tp, zmienne niezalezne (kolumny macierzy X)
e 1;;, i-ta wspolrzedna zmiennej j

e Bj, j-ta przeksztalcona zmienna

e B;;, i-ta wspolrzedna zmiennej przeksztatconej j

e tr(A), slad macierzy A

e A’, transpozycja macierzy A

e ||z||, norma euklidesowa wektora x (pierwiastek z sumy kwadratéw wspélrzednych)
e Funkcja "zawiasowa” (ang. hinge function):

) x—t jezeliz >t

2 Opis metody

Metoda MARS (Multivariate Adaptive Regression Splines) zostala zaproponowana w pracy
[1]. Praca [2] zawiera uzupeknienie dotyczace szczegdléw implementacyjnych. Najwieksza zaleta
metody MARS jest mozliwoé¢ znajdowania przeksztalcen oryginalnych zmiennych oraz interakeji
miedzy zmiennymi. Procedura sktada sie z trzech krokow:
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1. Krok FORWARD polega na iteracyjnym tworzeniu nowych zmiennych, w oparciu o zmien-
ne utworzone w poprzednich iteracjach. W kazdym kroku dodajemy dwie nowe zmienne.
Procedura jest zatrzymywana jezeli jest spelniony jeden z warunkdéw stopu. W wyniku
dzialania procedury FORWARD powstaje model, ktéry ma zwykle zbyt wiele zmiennych
i jest nadmiernie dopasowany do danych treningowych. Konieczna jest wiec eliminacja
zmiennych.

2. Krok BACKWARD polega na krokowej eliminacji zmiennych znalezionych w kroku FOR-
WARD. W tym kroku znajdujemy model (t.j. podzbiér zmiennych) ktéry minimalizuje
pewna funkcje kryterialng (np. GCV- uogélniona kroswalidacja).

3. BUDOWA MODELU w oparciu o znaleziony w kroku 2 podzbiér zmiennych. W tym kroku
mozemy uzy¢ dowolnego modelu regresji lub klasyfikacji.

Schemat procedury jest pokazany na rysunku [I} Krok FORWARD jest znacznie bardziej wyma-
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Rysunek 1: Schemat procedury mars (Zrédlo: dokumentacja pakietu earth).

gajacy obliczeniowo niz krok BACKWARD.

2.1 Krok FORWARD

Rozwazmy iteracje numer I. Niech B = [By, ..., Bys] bedzie macierza o wymiarach n x M, ktéra
zawiera w kolumnach zmienne By, ..., By wyznaczone w poprzednich iteracjach 1,...,I — 1.
Funkcje By, ..., By nazywamy ”rodzicami”. Mamy, ze M = 21 — 1. Pierwsza kolumna macie-

rzy B jest zawsze stala i réwna 1, t.j. By = 1. W iteracji I znajdujemy dwie nowe zmienne
("potomkéw”), ktére maja postac:
Bl . (t — .%‘U)+

oraz
Bl ' (.’L’v - t)+7

gdzie | € {1,..., M} jest wybranym rodzicem, z, jest wybrana zmienna objasniajaca, ¢ jest
wybranym progiem dla zmiennej x,. Rysunek [2] pokazuje funkcje zawiasowe dla zmiennej o
zakresie [—5,5] it = 0.



hinge functions

Rysunek 2: Funkcje zawiasowe.




W kazdej iteracji musimy wybraé¢ optymalne wartosci [, v,t. Optymalne wartosci parametrow
znajdujemy poprzez minimalizacje nastepujacej funkeji:

* * * .
(I, v*,t ):arglvtamlna RSS(l,v,t,a1,...,apn+2),
yUL, AT, AN 42

gdzie:

n
RSS(Z,U,t,CLl, . ,aM+2) = Z Yi — Zaij — aM+1Bl . (t — .’L‘U)+ — aM+gBl . (.%'U — t)+

M
=1 j=

—_

Zamiast funkcji bedziemy rozwazaé funkcje

n M 2

RSS(Z,U,t, Aty ... 7aM+2) = Z Y — Z aij - CLM+1BI Ty — CLM+2B1 : (J}U - t)+ . (2)
i=1 j=1

Okazuje sie, ze minimalizacja funkcji jest réwnowazna minimalizacji funkeji (I). W obu
przypadkach minimalna warto$¢ funkcji bedzie taka sama, choé¢ oszacowania wspotczynnikow
ai,...,ap+2 mogay byé rézne. Zauwazmy, ze dla ustalonych [,v,? musimy rozwiaza¢ problem
liniowy z wektorem odpowiedzi y i macierza eksperymentu o wymiarach n x (M + 2) postaci

B = [Bl,...,BM,Bl-:L’U,Bl . (xv—t)+].

Dla efektywnej implementacji, istotne jest to, ze tylko ostatnia kolumna macierzy B zalezy od t.
To pozwala na szybkie rozwiazanie probleméw liniowych dla réznych wartosci ¢ (przy zadanych
l,v). Ponizszy schemat || pokazuje przebieg kroku FORWARD. B;; to i-ta obserwacja [-tej
zmiennej przeksztalconej.

Algorithm 1: Schemat kroku FORWARD
Initialize: By =1, RSS*=Inf,I=1, M =1
repeat
for [ — 1 to M do
for v+ 1 to p do
fort € {z,;: B;; >0} do
RSSact = mina17,,,7aM+2 RSS(Z, v, t, aj, ... ,aM+2)
if RSS,: < RSS* then
RSS* «— RSS,e

tr—t
V¥ — v
* 1
end
end
end

end

Bury1 < B (7 — o)+
Buatss — B (v — %)
I —T1T+1

M—M+2
until convergence is achieved;

Opisana powyzej procedura zostaje zatrzymana, jezeli jest spelniony jeden z ponizszych warun-
kow:



1. osiagnieta zostala maksymalna liczba iteracji ny (gdzie ny to parametr)

2. R? > 0.999, gdzie:
R?:=1—- RSS*/SST

to wpdélczynnik determinacji w iteracji I, natomiast:
n
SST := (yi —9)°
i=1
3. |[R? — R? || <0.001,dlal>1

2.2 Krok BACKWARD

Przypusémy ze w kroku FORWARD wyznaczyliSmy zmienne By, ..., Byy,,,.. Chcemy znalezé

podzbiér m C {Bx, ..., Bu,,,. }, ktéry minimalizuje uogélnione kryterium kroswalidacyjne:
[y am)]
L Yi — Yi\m
GCV(m) .—le_c(m) ] ,
=1 n
gdzie:

e ;(m) to predykcja dla i-tej obserwacji, obliczona na podstawie modelu m
e |m| to liczba (niestalych) zmiennych w modelu m

e C(m) = 1+|m|+pen-|m| (pen to dodatkowy parametr kary za liczbe zmiennych w modelu
m), By, to macierz, ktérej kolumny stanowia zmienne odpowiadajace podzbiorowi m.

Obliczenie GCV dla wszystkich podzbioréw m zbioru {1, ..., M.} jest zbyt kosztowne oblicze-
niowo. Dlatego stosujemy standardowa procedure krokowej eliminacji zmiennych. W pierwszym
kroku dopasowujemy model przy uzyciu wszystkich zmiennych. W kolejnym kroku usuwamy
zmienng, ktorej pominiecie powoduje najwiekszy spadek GCV. Procedure kontynuujemy az do
momentu, w ktérym usuniecie ktérejkolwiek ze zmiennych nie przynosi poprawy (t.j. nie obniza
GCV). Alternatywnie mozna uzy¢ innych funkcji kryterialnych (np. AIC/BIC i innych metod
przeszukiwania podzbioréw, np. metody selekcji ” wprzod”).

3 Implementacja

3.1 Dopasowanie modeli liniowych dla réznych t

Ponizej przedstawiamy jak w sposéb efektywny wykonaé wewnetrzng petle w kroku FORWARD.
Przypus$émy ze [ oraz v sg zadane. Pokazemy, jak dopasowaé szybko modele liniowe , dla réz-
nych wartosci . Rozwazamy problem liniowy z wektorem odpowiedzi y i macierza eksperymentu
o wymiarach n x (M + 2) postaci

B = [Blv"'vBMvBl 'xval ’ (xv _t)+]
Rozwiazaniem problemu jest wektor a € RM*2, ktory spetnia réwnanie:
Va=c, (3)

gdzie V = B’B to macierz symetryczna o wymiarach (M + 2) x (M + 2), natomiast ¢ = B’y to
wektor o M + 2 wspéirzednych. Uklad rownan rozwigzujemy w 3 krokach:



e Wykonaj rozklad Cholesky’ego macierzy V = LL’, gdzie L jest macierza tréjkatna dolng
(KROK WYMAGAJACY OBLICZENIOWO, M? operacji)

e Rozwiaz uklad réwnan Lb = ¢ i wyznacz b (M operacji)
e Rozwiaz uklad réwnan L'a = b i wyznacz a (M operacji)
Dwa ostatnie uktady mozna rozwiazaé¢ szybko poniewaz macierze po lewej stronie sa trdjkatne.

W praktyce, moze si¢ zdazy¢, ze kolumny macierzy B beda liniowo zalezne. Dlatego macierz V'
zastepuje sie macierza V + el, gdzie I jest macierza identycznosciowa, natomiast € jest parame-
trem (w naszej implementacji ¢ = 1073).

Zauwazmy, ze w symetrycznej macierzy V', jedynie ostatnia kolumna i ostatni wiersz zalezy
od t (ostatni wiersz jest réwny ostatniej kolumnie). Z kolei, w wektorze ¢, jedynie ostatnia
wspolrzedna cpryo zalezy od t. W nastepnych paragrafach pokazemy:

e jak szybko obliczyé ostatnia wspélrzedna wektora ¢ i ostatni wiersz (kolumne) macierzy
V' dla réznych wartosci t,

e jak wykonaé aktualizacje rozkltadu Cholesky’ego,
e jak wykonaé¢ aktualizacje RSS.

Implementacja dopasowania modeli liniowych dla réznych weztéw znajduje sie w funkcji £it_1m knots.

3.2 Aktualizacja ¢

Niech t; < to < ... <ty beda weztami dla ktérych chcemy obliczy¢ cprio. Ponizsza procedura
pozwala wyznaczaé¢ wartosci cpsyo dla kolejnych weztéw, w porzadku malejacym. Korzystajac z
wlasnosci funkeji zawiasowych, cpry2 (dla ostatniego wezta) mozemy zapisaé jako

er+2(tn) =Y yiBri(mos —tn)+ = Y. yiBuimei—tn Y B

=1 Ty, i 2tN Ty, i2tN

W kolejnym kroku mozemy wyznaczy¢ casyo dla przedostatniego wezla:

ev+2(tv—1) = cama(tn)+
Ty YiBri —tn—1 > yiBri+ (tv —tn—1) > viBu

IN—1<Ty i <tN IN—1<Ty i <tN Ty, i 2tN

Analogicznie, korzystajac z ostatniej réwnosci, wyznaczamy warto$é cyr1o dla kolejnych wezldw:
tn_2,...,t2,t1. Implementacja tego kroku znajduje sie w funkcji dotprodl.

3.3 Aktualizacja V

Zapiszmy macierz V w formie blokowej

Vzli ”],
v V2

gdzie V; to macierz (M +1) x (M +1), ktéra nie zalezy od ¢, v to wektor o M + 1 wsp6trzednych,
ve to liczba. Przypomnijmy, ze w powyzszej macierzy jedynie wektor v oraz wyraz v zaleza od
t. Na poczatek zauwazmy ze kazda wspolrzedna wektora v mozna obliczy¢ dla réznych weztéw
w dokladnie taki sam sposéb jak cpryo. Wystarczy we wzorach na cps42 zamienic y; na By ;, dla
k=1,...,M + 1.



Pozostalo pokazaé jak wyznaczy¢ ve dla réznych . Niech ¢1 < to < ... < ty beda weztami dla
ktorych chcemy obliczy¢ ve. Ponizsza procedura pozwala wyznaczaé¢ wartosci ve dla kolejnych
weztéw, w porzadku malejacym. Korzystajac z wlasnosci funkcji zawiasowych, vy (dla ostatniego
wezta) mozemy zapisaé jako

va(tn) =D Bii(wei — tn)y =

=1

Ty i >tN Ty i >tN Ty i >tN

W kolejnym kroku mozemy wyznaczy¢ vy dla przedostatniego wezta:

’UQ(tN_l) = vg(tN)+
Z BZQ,Z:L'?Q),Z — 2tN_1 Z Bl%il‘vﬂ; + t?\f—l Z BIQ,Z+

IN—1<Ty,i<tN tN 1Ty, i<tN IN 1Ty, i<tN

2ty —tn—1) Y. Blaweit+ (X —1%) >, B

Ty i2tN Ty i 2tN

Analogicznie, korzystajac z ostatniej rownosci, wyznaczamy wartos$é¢ ve dla kolejnych weztow:
tn_2,...,t2,t1. Implementacja tego kroku znajduje sie w funkcji dotprod2.

3.4 Aktualizacja rozktadu Cholesky’ego

Zapiszmy macierz V w formie blokowej

gdzie V; to macierz (M +1)x (M +1), ktéra nie zalezy od ¢, v to wektor o M +1 wspodlrzednych, vy
to liczba. Przypuéémy, ze mamy wyznaczony rozklad Cholesky’ego macierzy Vi = Ly L] i chcemy
wyznaczy¢ rozklad Cholesky’ego macierzy V, t.j. chcemy znalezé macierz trdjkatng dolna L taka,
ze V. = LL'. Macierz L wyznaczamy jako

Ly O
L =
lli 12] ’
gdzie wektor [; znajdujemy rozwiazujac uklad Lil; = v (M + 1 operacji, bo L; jest dolno-
trojkatna), natomiast warto$é¢ Iy wyznaczamy ze wzoru

lo = \/va — ||l1]]2.

Zastosowanie powyzszych operacji powoduje, ze kosztowny obliczeniowo rozklad V4 = LiL}
wykonujemy tylko raz, a nastepnie korzystajac z powyzszych formut wyznaczamy V = LL', dla
roznych wartoéci t. Implementacja tego kroku znajduje si¢ w funkcji chol_update.

3.5 Aktualizacja RSS

W powyzszych paragrafach pokazaliSmy jak, w sposéb efektywny, rozwiazaé ukiad Va = c i
wyznaczy¢ a, dla réznych wartosci t. Ponizej pokazemy jak obliczyé RSS (potrzebne w kazdym
kroku Algorytmu [1f) dla réznych t. Niech @ bedzie rozwigzaniem Va = c¢. Mozemy zapisac:

RSS(l,v,t,a) = y'Ba,



gdzie

B = [Blv"'aBMvBl “ Ty, By - (xv _t)Jr]
Zauwazmy, ze tylko ostatnia wspélrzedna wektora y' B zalezy od ¢ i wobec tego tylko ta ostatnia
wspoélrzedna wymaga aktualizacji dla kazdego t. Pozostale wspélrzedne ¢y’ B wystarczy obliczy¢
tylko raz.

3.6 Wybér ”rodzicow” w procedurze MARS

Zauwazmy, ze w kroku FORWARD, w kazdej kolejnej petli musimy sprawdzaé coraz wiekszy
zbiér "rodzicéw” B. To powoduje, ze kolejne petle sa coraz wolniejsze. Aby rozwigzaé ten pro-
blem, stosuje sie nastepujace rozwiazanie.

o Jezeli I < K + 2 (gdzie K jest parametrem), to w zewnetrznej petli Algorytmu |1| spraw-
dzamy wszystkich M rodzicéw.

e Jezeli I > K + 2 sprawdzamy tylko K "najlepszych” rodzicéw.

Ranking "najlepszych” rodzicow jest ustalany w nastepujacy sposob. W iteracji numer I stosu-
jemy nastepujaca procedure:

e Dla K najlepszych rodzicéw (w iteracji I = K + 2 sa to wszyscy rodzice), aktualizujemy
RSS oraz miare poprawy dopasowania IOF = —RS'S.

e Dla pozostalych rodzicéw, przepisujemy IOF z poprzednich iteracji.

e Wyliczamy rangi R(l) dla wszystkich rodzicéw [ = 1,..., M na podstawie IOF. Ranga M
zostanie przypisana temu rodzicowi dla ktérego mamy najwieksza wartosé¢ IOF.

e Dwie, dodane zmienne (potomkowie) dostaja rangi: R(M+1) = M +1, R(M +2) = M +2.
e Dla wszystkich zmiennych [ = 1,2,..., M + 2 obliczamy:

P(l) = R(l) + ﬂ([ - Ilast(”)v

gdzie 8 > 0 jest parametrem, natomiast [}, (1) to numer iteracji w ktérej zmienna [ zostata
ostatni raz zaktualizowana. Parametr § jest nazywany wspoélczynnikiem starzenia.

e W kolejnej iteracji (I 4+ 1), K najlepszych rodzicow zostaje wybranych na podstawie miary
P(l).

3.7 Wybér wezlow

W powyzszych rozdzialach zostalo opisane w jaki sposéb wykonaé wewnetrzng petle w Algo-
rytmie [T} bez koniecznosci dopasowania modelu liniowego oddzielnie, dla kazdego t. Dodatkowe
przyspieszenie mozna osiggnaé¢ wybierajac kandydatéw na wezlty t. Wybdr weztow jest tez istot-
ny kiedy dane sg ”zaszumione”. Wowczas, wybor wszystkich unikalnych wartosci zmiennej x,
jako wezly, moze prowadzi¢ do przeuczenia. Wybieramy t jedynie ze zbioru {z,; : B;; > 0}
(wybierajac t z poza tego zbioru, funkcja potomna Bj(t — x,)+ lub Bj(x, — t)4+ bedzie réwna
0, dla wszystkich obserwacji). W dalszej czesci tego rozdzialu x, bedzie oznaczaé zmienna x,,
obcigta do zbioru B;; > 0. Przez N} oznaczmy liczb¢ obserwacji dla ktoérych B;; > 0. Zauwaz-
my, ze nie ma sensu wybiera¢ jako wezel, najwiekszej wartoéci zmiennej x,, poniewaz woéwczas
zmienna Bj(z, — t)+ bedzie stale réwna 0.

Niech %, oznacza unikalne wartosci zmiennej x,. Niech 7 oznacza dlugo$¢ &, (czyli liczbe uni-
kalnych wartosci ). Ponizej przedstawiamy 3 mozliwe podejscia:



1. Za wezly bierzemy wszystkie wartosci &, (oprocz najwiekszej wartodci Z,). Jak zostalo
wspomniane, takie podejécie moze prowadzi¢ do przeuczenia.

2. Metoda Friedmana (zobacz: réwnania (43) i (45) w pracy [1]). Wprawadzmy dwie zmienne:

1
l=—log, | ———=log(l — «)| /2.5,
B2 |~ loa(l— )|/

oraz
le = 3 —logy(a/p),

gdzie zwykle przyjmujemy o = 0.05. Pierwszy parametr ! oznacza jaka powinna by¢ mi-
nimalna liczba obserwacji miedzy weztami. Drugi parametr le odnosi si¢ do wymagane;j
liczby obserwacji miedzy minimalng (maksymalna) wartoscia x, a pierwszym (ostatnim)
weztem.

Uzasadnienie uzycia pierwszego wzoru jest nastepujace. Chcemy uniknaé sytuacji w kté-
rej przypadkowy uktad bltedéow o takich samych znakach powoduje dodanie zawiasu w
niewlasciwym miejscu. Oczekiwana liczba uktadéw bltedéw o takim samym znaku i diu-
go$¢ 1*, przy zalozeniu symetrii rozkladu bledéw losowych, wynosi o = pN;27". Stosujac
przyblizenie o =~ —log(1 — «), otrzymamy, ze [* jest tozsame z licznikiem we wzorze na [.

Stosujemy nastepujaca procedure:

e Jezelin > 2le, to odrzucamy le najwigkszych obserwacji i le najmniejszych obserwacji
sposrod Z,. Pozostate wartosci sa kandydatami na wezly. Jezeli n < 2le, bierzemy
srodkowa wartosé¢ &, jako jedyny wezel (dla parzystej licznosci Z,, bierzemy mniejsza
ze srodkowych wartosci). Niech z, oznacza te wartosci Z,,, ktore zostaly po pierwszym
kroku i niech 7 oznacza liczno$é z,.

e Jezeli n > 1, to wykonujemy nastepujaca procedure: jezeli [ + 2 > n, to za wezel
bierzemy najmniejsza wartos¢ z,. Jezeli | +2 < 7, to za wezly bierzemy posortowane
w porzadku rosnacym wartosci z, o wspélrzednych: 1, 14(141), 142(I41), . ... Wybor
wezléw opisany w tym punkcie jest zaimplementowany w funkcji select _knotsl.

3. Metoda heurystyczna: Jezeli n <= 10, to za wezly bierzemy wszystkie wartosci z,. Jezeli
7 > 10, to liczbe weztéw ustalamy na Ik := |2+ 7] i bierzymy [k réwno rozmieszczonych
wartosci T,.

Bez wzgledu na to, ktéra z powyzszych metod uzyjemy, osobno traktujemy zmienne binarne.
Dla zmiennych binarnych, rozwazamy tylko jeden wezel, réwny mniejszej wartosci tej zmiennej.

4 Uwagi

Ponizej przedstawiamy dodatkowe uwagi:
1. Macierz X powinna zawiera¢ tylko zmienne iloSciowe i nie moze zawiera¢ brakéw danych.

2. Przed wykonaniem kroku FORWARD, kolumny macierzy X powinny zostaé centrowane
i standaryzowane. Ten krok jest potrzebny aby uniknac probleméw numerycznych z roz-
ktadem Cholesky’ego. Wprowadzenie kary V + el (zobacz sekcja ma sens tylko wtedy
gdy wszystkie zmienne sa na tej samej skali.

3. Zauwazmy, ze petle przebiegajace rozne wartosci v oraz I moga zostaé zréwnoleglone.



4. W opisywanej implementacji wprowadzamy réwniez parametr okreélajacy maksymalny
stopien interakcji d. W kazdej iteracji przypisujemy dodawanym zmiennym (potomkom):
stopien rodzica+1. W kolejnych iteracjach, nie uzywamy rodzicéw, ktérym w poprzednich
iteracjach przypisano stopien réwny d. Pierwszy rodzic (odpowiadajacy za wyraz wolny)
ma zawsze stopien réwny 0, wiec moze by¢ wykorzystany w kazdej iteracji. Zauwazmy, ze
d =1 odpowiada modelowi bez interakcji.

5. W opisywanej implementacji przyjmujemy nastepujace wartosci domyslne parametrow:
e Liczba najlepszych rodzicéw K =5
e Parametr starzenia 5 =1
e Maksymalna liczba iteracji ny = 15.
e Maksymalny rzad interakcji d = 2.
e Kara w GCV pen = 3.
6. Przyspieszenie dzialania algorytmu mozna uzyskaé na kilka sposobéw:
e Zmniejszenie ny
e 7Zmniejszenie d
e Zwickszenie K

e Wybor odpowiedniej strategii doboru weztéw (metody 2,3 sa szybsze niz metoda 1).

5 Opis funkcji w R

Implementacja w R sklada sie z nastepujacych funkcji:
1. mars_forward(y,X,nk,fast.beta,fast.k,degree,selkn).
Argumenty:
e y- zmienna odpowiedzi
e X- macierz zmiennych objasniajacych
e nk- maksymalna liczba iteracji
e fast.k- liczba najlepszych rodzicow K
e fast.beta- parametr starzenia 3
e degree- maksymalny rzad interakcji d

e selkn- metoda wyboru wezléw (domyslnie ”NO”- metoda 1, ”FR”- metoda 2, "HR” =
metoda 3)

Funkcja wykonuje krok FORWARD i zwraca macierz przeksztatlconych zmiennych B i
macierz trans zawierajacg informacje o przeksztatceniach zmiennych.

2. mars_backward(y,B,type,penalty).
Argumenty:
e y- zmienna odpowiedzi

e B- macierz przeksztatconych zmiennych z funkcji mars_forward.
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e type- rodzaj funkcji kryterialnej (domyslnie "GCV”- metoda uogdlnionej kroswali-
dacji, "BIC”- kryterium Bayesa, ” AIC”- kryterium Akaike)

e penalty- kara pen w GCV.

Funkcja wykonuje krok BACKWARD i zwraca zbidr istotnych zmiennych act, sposéréd
kolumn macierzy B.

3. mars_transform(X,trans).
Argumenty:
e X- macierz nowych danych

e trans- macierz trans zawierajacg informacje o przeksztatceniach zmiennych z funkcji
mars_forward.

Funkcja dokonuje transformacji zmiennych znalezionych przez MARS, dla nowej macierzy
danych X.
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