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Wstep

Celem niniejszej pracy magisterskiej jest przedstawienie ogélnych metod teorii funkcjonatu
gestosci oraz zastosowanie tych metod do szczegdlnego przypadku monowarstw zaadsor-
bowanych na powierzchni krystaliczne;j.

Teoria funkcjonatu gestosci stanowi uznane narzedzie mechaniki statystycznej, pozwa-
lajace na przyblizone odtwarzanie rownowagowej termodynamiki uktadow niezdyskrety-
zowanych (tzn. nie bedacych modelami sieciowymi) wprost z informacji odnosnie postaci
oddzialywan miedzyczasteczkowych w tych uktadach.

Uktady monowarstw, do ktorych bede stosowal teorie funkcjonatu gestosci, to zaad-
sorbowane na podtozu krystalicznym uktady o grubosci mniejszej badz réwnej grubosci
jednoczasteczkowej warstwy adsorbatu. Mozna przyjac¢, ze w takich uktadach czastecz-
ki adsorbatu uwiezione na powierzchni krysztalu mogg poruszaé sie swobodnie tylko w
dwoéch wymiarach. Doswiadczalne badanie uktadow monowarstw stanowi zatem cenne
zrodto informacji o termodynamice uktadéw dwuwymiarowych.

Uktad mojej pracy jest nastepujacy: W pierwszej czesci rozdziatu 1 pokrotce oma-
wiam fenomenologie prostych przemian fazowych: skraplania, parowania, zamarzania i
topnienia. Uwage koncentruje zwlaszcza na procesach prowadzacych do spontanicznego
wytworzenia oraz zniszczenia sieci krystalicznej. W dalszych cze$ciach rozdziatu 1 stopnio-
wo przechodze do problematyki przemian fazowych w uktadach dwuwymiarowych. Oma-
wiam teori¢ KTHNY oraz liczne kontrowersje teoretyczne w literaturze odnosnie przebie-
gu topnienia w uktadach dwuwymiarowych. Na kornicu rozdziatu dyskutuje doswiadczenia
wykonane na uktadach monowarstw na podtozu krystalicznym.

W rozdziale 2 przedstawiam podstawowe elementy teorii funkcjonatu gestosci: zasade
wariacyjna, pojecie catkowitej oraz bezposredniej funkcji korelacji, perturbacyjne i nieper-
turbacyjne metody przyblizania funkcjonalu gestosci. Przedstawienia teorii funkcjonatu
gestosci dokonuje dla uktadow czasteczek identycznych o dowolnym wymiarze. Pomijam
teorie funkcjonatu gestosci dla mieszanin. Omoéwienie ogdlnych metod perturbacyjnego
przyblizania funkcjonatéw, abstrahujace od fizycznego znaczenia, umiescitem w dodatku
A.

Rozdziat 3 w catosci poswiecony jest moim wtasnym obliczeniom. W rozdziale tym przy
pomocy metod opisanych w rozdziale 2 wyznaczam diagramy fazowe dla prostego modelu
monowarstwy zaadsorbowanej na podtozu krystalicznym. Diagramy fazowe wyznaczam w
zaleznosci od parametrow oddziatywan miedzyczasteczkowych dla kilku réznych wartosci
tych parametréow, czesciowo motywowanych doswiadczalnie.






Rozdziat 1

Proste przemiany fazowe

1.1 Potencjal miedzyczasteczkowy a przemiany fazo-
we

Typowy diagram fazowy dla faz o duzej objetosci (pomijam przemiany fazowe powierzch-
niowe) wyglada jak na rysunku 1.1.

p

A

T

Rysunek 1.1: Typowy diagram fazowy (rysunek schematyczny). Objasnienia: p — ci$nienie,
T — temperatura, S — cialo state, L — ciecz, G — gaz, t — punkt potrdjny, ¢ — punkt krytyczny

Co rozumiem przez typowy diagram fazowy? Za typowy uznaje tutaj diagram, jaki
dostaje sie dla tréjwymiarowej substancji, ktora na poziomie mikroskopowym sktada sie
z identycznych, klasycznych czasteczek oddziatujacych za posrednictwem dwuczastecz-
kowego, sferycznie symetrycznego potencjatu ¢(r). Jakosciowy wykres potencjatu ¢(r)
przedstawia rysunek 1.2.

W naturze zrodltem efektywnego potencjatu ¢(r) sa (dla czasteczek niepolarnych i
obojetnych) oddziatywania pomiedzy fluktuujacymi wokot zera momentami dipolowymi
czasteczek. Po usrednieniu, dla odlegtosci r > r* przewaza kulombowskie przycigganie,
zas dla r < r* przewaza kulombowskie odpychanie. Dobrym modelem tego potencjatu,
stosujacym sie najlepiej dla gazow szlachetnych, jest potencjat Lennarda-Jonesa:

brs(r) = dery l(%)w _ <@>61 =20, (1.1)

r



rdzen  czes¢ anharmoniczna

Rysunek 1.2: Typowy potencjal miedzyczasteczkowy (rysunek schematyczny). Objasnie-
nia: r — odlegto$¢ miedzy czasteczkami

Zanim przejde do omawiania zjawisk wystepujacych na diagramie fazowym z rysunku
1.1, krotko wspomne o bogactwie obserwowanych przemian fazowych, ktérego nakreslony
powyzej model potencjatu ¢(r) nie obejmuje. Zjawiska pominiete w tym modelu to nie
tylko efekty kwantowe, takie jak np. spontaniczna magnetyzacja badz nadciekto$¢. Zato-
zenie dwuczasteczkowego sferycznie symetrycznego potencjatu oddzialywania pomiedzy
identycznymi czgsteczkami pomija takze liczne efekty klasyczne. Moga to by¢ zjawiska
zwiazane z tym, ze czasteczki sa niesferyczne (np. wystepowanie faz nematycznych), badz
tez z tym, ze czasteczki nie sa identyczne, tzn. uktad sktada sie z wielu sktadnikéow (np.
wystepowanie faz bogatszych w okreslone sktadniki).

Wréémy do rysunku 1.1. Wida¢ na nim dwa typy faz. Pierwszy typ to fazy ptynne
(ciecz lub gaz). Drugi typ to fazy krystaliczne (fazy stale). Fazy ptynne charakteryzuja sie
tym, ze lokalny rozklad gestosci p(r) = py, jest w nich jednorodny. Jedynym parametrem,
ktérym mogg rozni¢ sie rozktady gestosci dwoch wspotistniejacych faz ptynnych jest ge-
stos¢ srednia p,,. Jezeli bedziemy sie przesuwaé¢ wzdtuz krzywej wspotistnienia dwoch faz
plynnych, w miare wzrostu temperatury bedzie zmniejszaé sie roéznica ich gestosci sred-
nich. W punkcie krytycznym dla skoniczonej temperatury krytycznej T, roéznica gestosci
zniknie. Powyzej temperatury krytycznej fazy ptynne sa nierozroznialne. Poprzez ciagla
zmiane parametrow stanu mozna przejs¢ od fazy cieklej do fazy gazowej nie natrafiajac
po drodze na zadna przemiane fazowa.

Bez przemiany fazowej nie mozna przejs¢ od fazy ptynnej do krystalicznej. Dzieje sie
tak z powodu istotnej réznicy jakosciowej pomiedzy tymi typami faz. W fazach krysta-
licznych lokalny rozklad gestosci jest silnie niejednorodny: p(r) # pm, gdzie p, — ge-
stos¢ srednia. Gdyby pomingé¢ wystepujace w réwnowagowych krysztatach defekty sieci,
otrzymatoby sie obraz ciata stalego, w ktorym gestosé jest silnie skupiona wokoét weztow
regularnej sieci krystalograficznej. Nalezy zdawadé sobie sprawe z tego, ze tak samo, jak
moga istnie¢ rozne fazy ptynne, moga istnie¢ takze rozne fazy state. R6zne wspoétistnieja-
ce fazy state moga réznié sie nie tylko Srednig gestoscia, ale takze stalty sieci, skupieniem
gestosci wokot weztow sieci oraz uktadem krystalograficznym. Czesé diagramu fazowego
obejmujaca fazy state moze by¢ bardzo skomplikowana.

Wiadomo, ze przemiany fazowe nie wystepuja w gazie doskonalym, ktory sktada sie z
czasteczek nieoddziatujacych. Skoro to niezerowy potencjal miedzyczasteczkowy jest od-
powiedzialny za istnienie przemian fazowych, czy mozna okresli¢, ktére czesci potencjatu



¢(r) odpowiadaja za jakie przemiany fazowe? Wiele rozjasnito w tej materii odtworzenie
diagramu fazowego dla ptynu twardych kul o skonczonej érednicy. Ptyn twardych kul o
srednicy opgg to wyidealizowany 3-wymiarowy uktad czasteczek oddziatujacych potencja-
tem ¢pyg(r) postaci:

0, r < OHs,
¢HsOﬁ=:{ 0 T>>UZ§_ (1.2)

Potencjat twardych kul sktada sie wytacznie z odpychajacego rdzenia. Dla uktadu twar-
dych kul czesé¢ konfiguracyjna sumy statystycznej nie zalezy od temperatury. Powoduje to,
ze takze diagram fazowy nie zalezy od temperatury. To, ktéra faza bedzie stabilna, zalezy
wylacznie od Sredniego utamka upakowania 7,,. Dla uktadu 3-wymiarowych twardych kul
N zdefiniowane jest wzorem (zob. (B.1)):

TOhs

6

Okazuje sig, ze na diagramie fazowym twardych kul wystepuja wytacznie niezréznico-
wana na gaz i ciecz faza ptynna (dla 7, < 0.49) oraz faza krystaliczna (dla 7,, > 0.54)
[CA85, CB86]. Spontaniczne porzadkowanie sie czasteczek w ciele statym jest spowodo-
wane bezposrednio tym, ze dla dostatecznie duzej gestosci Sredniej nieprzenikajacych sie
twardych kul ilos¢ konfiguracji regularnych staje sie wieksza od ilosci konfiguracji niere-
gularnych. Czasteczki, probujac rozmiesci¢ si¢ beztadnie w ustalonej objetosci, nawzajem
sie blokuja. Zamarzanie ptynu twardych kul nie jest zjawiskiem kwantowym, lecz naj-
zupetniej klasycznym przejawem istnienia objetosci wytaczonej z uktadu, ktéry mozna
zaobserwowaé¢ w symulacjach numerycznych [CA85, LS92, Jas99].

Wprowadzenie do potencjatu ¢(r) czesci przyciagajacej powoduje pojawienie sie roz-
réznienia pomiedzy ciekla a gazowa faza ptynna. Dla potencjatu ¢(r) z rysunku 1.2 otrzy-
muje sie, ze $rednia odlegtos¢ pomiedzy czasteczkami dla fazy ciektej i statej jest rzedu
r*. Wydawaé¢ by sie zatem moglo, ze za powstawanie zaréwno fazy cieklej jak i stale;
odpowiada gtéwnie nie odpychajacy rdzen potencjalu ¢(r) > 0, lecz cze$¢ anharmonicz-
na ¢(r) < 0. Na przekor takiemu naiwnemu rozumowaniu chemicy fizyczni doszukali sie
interesujacych analogii pomiedzy zamarzaniem ptynu twardych kul a zamarzaniem ptynu
czastek, w ktorym ¢(r) oprocz odpychajacego rdzenia ma takze niezerowa cze$é przycia-
gajaca.

W 1967 roku Barker i Henderson [BH67] podali wzér na efektywng $rednice ops(7")
twardej kuli dla dowolnego potencjatu ¢(r):

Nm = Pm- (1'3)

ous(T) = [ dr {1 = exp [~6(r) /kaT]},  6() =0. (1.4)

Dla matych gestosci termodynamika ptynu z potencjalem ¢(r) jest identyczna z ter-
modynamika ptynu twardych kul o srednicy og5(T"). O dziwo, przyblizenie ptynu z poten-
cjatem ¢(r) przy pomocy ptynu twardych kul o srednicy og5(7") dosy¢ dobrze przewiduje
takze gestosc fazy cieklej, przy ktorej nastepuje jej zamarzanie. Opracowane w potowie
lat 80. przyblizenia gestosci wazonej, ktére szerzej omawiam w rozdziale 2, traktuja rze-
czywisty potencjat jako mata perturbacje potencjatu twardych kul, ale nie wnosza do tych
przewidywan znacznych poprawek [CA86, OLW91]. Wykorzystujac bardzo dobra zgod-
no$¢ prostego modelu efektywnych twardych kul z diagramem fazowym gazu Lennarda-
Jonesa Hansen i Verlet pod koniec lat 60. [HV69] odtworzyli z danych numerycznych dla
gazu Lennarda-Jonesa poprawny diagram fazowy dla gazu twardych kul.



Omawiajac analogie, warto wspomnie¢ o empirycznym prawie zamarzania, ktore Han-
sen i Verlet sformutowali w tej samej pracy [HV69]. W my$l tego prawa, zamarzanie
nastepuje, kiedy maksymalna warto$¢ czynnika struktury S(ko) w cieczy osiaga wartosé
2.85, niezaleznie czy rozpatrujemy uktad twardych kul, czy tez np. uktad z potencjatem
Lennarda-Jonesa. Czynnik struktury S(k) dla cieczy definiuje sie jako:

0]

gdzie: r; — potozenia czasteczek, N — ilosé czasteczek. Rownowaznie [HM76]: S(k) =

1/(1 — pc@(k)), gdzie p — gestoéé cieczy, a ¢ (k) — transformata Fouriera bezpogrednie;
funkcji korelacji, o ktérej wiecej pisze w rozdziale 2. !

Zamarzanie objetosciowe ptynu z potencjatem odpychajaco-przyciggajacym jest zatem
zjawiskiem zblizonym jakosciowo do zamarzania ptynu twardych kul. Stabilno$¢ wnetrza
krysztatu jest gtdownie efektem istnienia objetosci wytaczonej z uktadu. Obraz ten jest ma-
to wrazliwy ze wzgledu na dodawanie badz usuwanie z potencjatu czedci przyciagajacej.
Sytuacja zmienia si¢ w poblizu powierzchni ciata statego. Faza krystaliczna uktadu twar-
dych kul moze istnie¢ tylko wtedy, gdy uktad ograniczymy $ciankami tak, by objetos¢ kul
podzielona przez objetos¢ uktadu byta wigksza od utamka upakowania 7,,, przy ktérym
nastepuje zamarzanie. Bez natozonych z zewnatrz $cianek, powierzchnia krysztalu twar-
dych kul jest niestabilna, gdyz dyfundowanie kul z powierzchni nie wiaze sie z zadnym
kosztem energetycznym. Jezeli do potencjatu miedzyczasteczkowego wiaczy sie przyciaga-
nie, dyfuzje czasteczek z powierzchni krysztatu bedzie powstrzymywac przycigganie przez
wnetrze ciata statego.

W rezultacie stabilnosé ciata statego o skonczonych rozmiarach jest gtéwnie efektem
sprzezenia zwrotnego dwoch efektéow: spontanicznego porzadkowania sie odpychajacych
rdzeni w objetosci ograniczonej przez powierzchnie krysztatu (powierzchnie rozdziatu faz)
oraz stabilizacji powierzchni krysztatu przez przyciagajace ja wnetrze (w przypadku, gdy
powierzchnia ta nie jest wyznaczona przez scianki uktadu, lecz swobodna).

Podsumowujac podrozdzial, za powstawanie stabilnej objeto$ciowej fazy statej od-
powiada gtéwnie odpychajaca czes¢ potencjatu miedzyczasteczkowego, natomiast czesé
przyciggajaca odpowiada gtéwnie za powstawanie fazy cieklej oraz stabilizacje powierzch-
ni fazy statej.

1.2 Mozliwosci teoretycznego opisu przemian fazo-
wych

W przeciwienstwie do topnienia i zamarzania, w parowaniu, skraplaniu i magnetycznych
przemianach fazowych, fazy wspolistniejace cechuja sie ta samg symetria, jezeli chodzi o
pozycyjne uporzadkowanie przestrzenne czasteczek. Uktady, w ktorych wystepuja te fa-
zy mozna opisywa¢ przy pomocy teorii z wolnozmiennymi parametrami uporzadkowania
(mezoskopowa teoria Landaua-Ginzburga-Wilsona, teoria funkcjonatu gestosci dla ptynow
itp.) badZ przy pomocy modeli sieciowych (model Isinga, gaz sieciowy itp.) Obydwa te po-
dejécia okazaly sie bardzo ptodne, jezeli chodzi o opis zjawisk magnetycznych oraz przejsé
fazowych w plynach. Niestety oba te podejscia nie nadajg sie do naiwnego zastosowania
W opisie topnienia i zamarzania.

1 Czynnik struktury pelni wazna role w teorii ptynéw, poniewaz jest wielkoécig, ktéra dla rzeczywistych
plynéw mozna mierzy¢ przy pomocy rozpraszania neutronéw badZ promieniowania X [McD91, HMT76).
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W fazie statej najprostszy parametr uporzadkowania — lokalna gesto$¢ réwnowagowa —
nie jest wolnozmienny, co pocigga niestosowalno$¢ teorii z pojedynczym wolnozmiennym
parametrem. Pewnym rozwigzaniem tego problemu jest wprowadzenie do opisu krysztatu
dodatkowych parametrow uporzadkowania, okreslajacych np. globalng gestosé srednia,
stala sieci oraz stopien skupienia gestosci lokalnej wokdét weztow sieci. Parametry te moz-
na uwaza¢ za wolnozmienne, a do opisu uktadéw ze wspoélistniejacymi fazami statymi i
plynnymi mozna stosowaé¢ rozwiniecia tych parametrow w pochodnych przestrzennych.
Pozostaje wszakze pytanie, jak konstruowac teorie opisujace uktad w terminach tak wy-
abstrahowanych parametréw. Jedyna znana wspoétczesnie skuteczna metoda uzyskania
takich teorii sa nieperturbacyjne przyblizenia w ramach teorii funkcjonatu gestosci. Me-
todom tym poswiecony jest podrozdziat 2.5.

Jezeli chodzi o modele sieciowe, sg one malo przydatne do opisu zamarzania. Powsta-
wanie fazy statej wigze sie ze spontanicznym wytworzeniem niejednorodnego rozktadu
gestosci na poziomie mikroskopowym: czasteczki ukladaja sie w réwnowagowa sie¢ kry-
staliczng. Dyskretyzacja przestrzeni jakiej dokonuje sie a priori w modelach sieciowych
nieodwracalnie zaburza ten proces wymuszajac krystalizacje na uprzywilejowanej sieci mo-
nokrystalicznej [Oxt91]. Sytuacja jest odmienna w przypadku opisu topnienia. Poniewaz w
opisie tego zjawiska mozna praktycznie ograniczy¢ problem do topnienia monokrysztatu,
istnieja modele sieciowe, ktore bardzo dobrze opisuja to zjawisko [TT87, TT88|.

Zaréwno w przypadku zamarzania oraz zjawisk krytycznych pojawiaja sie silne fluktu-
acje i niejednorodnosci parametru uporzadkowania. Powstaje pytanie, czy do opisu zama-
rzania mozna zastosowa¢ metody teorii grupy renormalizacji stosowane do opisu zjawisk
krytycznych. OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna, poniewaz w przeciwienstwie do
zjawisk krytycznych, w przypadku topnienia i zamarzania nie pojawia niezmienniczos¢ ze
wzgledu na skalowanie uktadu [Oxt91].

1.3 Topnienie w uktadach 3-wymiarowych

Topnienie objetosciowe w uktadach 3-wymiarowych, tak samo jak zamarzanie, jest prze-
miang fazowa pierwszego rodzaju. 2 Obserwuje si¢ skok entropii (cieplo topnienia jest
wieksze od zera) oraz skok objetosci uktadu. Potwierdzaja ten fakt zaréwno symulacje
numeryczne uktadow twardych kul oraz Lennarda-Jonesa jak tez przewidywania teore-
tyczne oparte na teorii funkcjonatu gestosci [CA85, CA86, HV69].

Pomimo tego, ze topnienie i zamarzanie w ukladach 3-wymiarowych sa przemiana-
mi fazowymi pierwszego rodzaju, réznig sie one istotnie od innych przemian fazowych
pierwszego rodzaju takich jak skraplanie, parowanie badz tez zmiany kierunku magnety-
zacji. Topnienie i zamarzanie sg procesami o zupetnie odmiennych kinetykach. Topnienie
jest procesem burzenia uporzadkowania przestrzennego czasteczek, zamarzanie jest proce-
sem spontanicznego budowania tego uporzadkowania. Proces zamarzania nie jest prostym
odwréceniem procesu topnienia. Istotne réznice pomiedzy przebiegiem przeciwstawnych
przemian fazowych nie pojawiajg sie tak silnie w przypadku przemian fazowych pierwszego
rodzaju odmiennych od topnienia i zamarzania. Parowanie i skraplanie mozna prowadzi¢
w takich warunkach, by nie réznily sie one od siebie kinetyka. Pelna symetria przebie-
gu przeciwstawnych przemian fazowych pojawia sie takze w przypadku zmian kierunku
magnetyzacji.

2Zgodnie z klasyfikacja Ehrenfesta przemiane fazowa nazywa sie przemiana n-tego rodzaju, jezeli
najnizsza nieciagla pochodna potencjatu Gibbsa w tej przemianie jest pochodna n-ta.
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Jedng sposrod asymetrii pomiedzy procesem zamarzania a procesem topnienia jest
fakt, ze ciecz mozna przechtodzi¢ ponizej temperatury topnienia, natomiast niemozliwe
jest przegrzanie ciata statego powyzej tej temperatury [OLW91]. Wyjasnienie tego faktu
jest nast.epujace: Ciecz zamarza wokot zanieczyszczen badz niejednorodnoséci, ktére moga
pojawiac si¢ w catej jej objetosci. Monokrysztat moze topnie¢ jedynie na powierzchni. Jak
pisatem juz w podrozdziale 1.1, dla obu czesci krysztahu: wnetrza i powierzchni, odmienny
jest mechanizm stabilizacji. Wnetrze krysztatu stabilizuje sie dzieki odpychaniu (czastecz-
ki zachowuja sie jak twarde kule), za stabilno$¢ powierzchni krysztatu odpowiedzialne jest
przyciaganie jej przez wnetrze. Zgodnie ze wzorami (1.4) oraz (B.1), potrzeba relatyw-
nie wysokiej temperatury, by zmniejszy¢ sredni utamek upakowania wnetrza krysztatu do
wartosci rzedu ny < 0.49, dla ktorych stabilna jest faza ciekta. Dyfundowanie czasteczek z
powierzchni krysztalu wymaga temperatury znacznie nizszej, rzedu /kg (dla potencjatu
z rysunku 1.2). Nalezy zatem oczekiwaé, ze temperatura topnienia wnetrza krysztatu be-
dzie wyzsza niz temperatura topnienia powierzchni. Kiedy temperatura fazy statej dazy do
temperatury topnienia, na powierzchni fazy pojawia sie rosngca mikroskopowa warstwa
nadtopionej fazy krystalicznej. Zjawisko to, zachodzace ponizej temperatury topnienia
objetosciowego (makroskopowego), nazywa sie topnieniem powierzchniowym. Przegrza-
nie rzeczywistego krysztatu jest niemozliwe, poniewaz zawsze ma on powierzchnie, ktora
zaczyna sie topic¢ jeszcze ponizej obserwowanej makroskopowo temperatury topnienia. Na
odwrot, przechtodzenie cieczy jest mozliwe dlatego, ze zamarzanie inicjalizowane jest wo-
kot zaburzen w jej wnetrzu. Aby przechtodzi¢ ciecz, wystarcza ja dostatecznie ostroznie
ozigbiac.

1.4 Prosta teoria topnienia powierzchniowego

Istnieje prosta teoria przewidujaca zaleznos¢ grubosci nadtopionej powierzchniowej war-
stwy krysztatlu od temperatury. Teoria ta zaktada analogie pomiedzy zjawiskiem topnienia
powierzchniowego a zjawiskiem zwilzania catkowitego. Zwilzanie to zjawisko polegajace
na pokrywaniu si¢ makroskopowsg warstwa cieczy Scianek naczynia wypetnionego gazem
w warunkach, gdy ciecz jest faza niestabilng jako faza objetosciowa (z dala od Scianek).
Makroskopowa warstwa cieczy na $ciankach tworzy sie na skutek oddzialywania $cianek
naczynia, ktore preferuja kontakt z fazg ciekty. Dla odpowiednich $cianek zwilzanie cal-
kowite zachodzi wtedy, gdy stan uktadu dazy do krzywej wspotistnienia ciecz-gaz, pozo-
stajac caly czas po stronie obszaru stabilnosci fazy gazowej (rysunek 1.3). Dla temperatur
wyzszych od odpowiedniej temperatury T,,, zwanej temperatura zwilzania (temperatura
punku zwilzania w), grubosé¢ stale obecnej na styku scianki mikroskopowej warstwy quasi-
cieczy 2 rozbiega sie do gruboéci makroskopowej, kiedy stan uktadu zbliza sie infinitezy-
malnie do krzywej wspotistnienia ciecz-gaz. Dla temperatur mniejszych od temperatury
zwilzania, nawet gdy stan uktadu dazy do krzywej wspoélistnienia gaz-ciecz, grubos$¢ war-
stwy quasi-cieczy pozostaje mikroskopowa. Réznica pomiedzy zwilzaniem a topnieniem
powierzchniowym polega na tym, ze w tym drugim zjawisku: a) role $cianki pelni faza
stata, b) dazenie stanu do krzywej wspolistnienia gaz-ciecz nalezy zastapi¢ przez daze-
nie wzdhuz krzywej wspoélistnienia gaz-ciato stale do punktu potréjnego t (rysunek 1.3),
¢) role réznicy |Ap| potencjatéw chemicznych fazy quasi-cieklej i gazowej, pelni réznica
temperatur |1, — 77|

Powstawanie mikroskopowej warstwy quasi-cieczy w zjawisku zwilzania catkowitego

3Quasi-ciecza nazywa sie jednorodna faze powierzchniows o gestoéci zblizonej do gestoéci fazy cieklej.
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Rysunek 1.3: Zwilzanie catkowite i topnienie powierzchniowe (rysunek schematyczny).
Objasnienia: p — cis$nienie, T — temperatura, S — cialo stale, L — ciecz, G — gaz, t —
punkt potrojny, w - punkt zwilzania, ¢ — punkt krytyczny, ZC — zwilzanie catkowite,
TP — topnienie powierzchniowe

jest efektem konkurencji pomiedzy wktadem objetosciowym energii swobodnej, ktory pre-
feruje faze gazowa, a wktadem powierzchniowym, ktory preferuje faze ciekta. W réwnowa-
dze suma wktadu objetosciowego i powierzchniowego musi by¢ minimalna. Okazuje sig, ze
sposob przyrastania grubosci quasi-cieczy w miare zblizania sie stanu uktadu do krzywej
wspolistnienia gaz-ciecz zalezy od asymptotycznego zachowania sie potencjatu miedzycza-
steczkowego ¢(r), gdy r — oo. Oznaczam przez V (1) wktad na jednostke powierzchni, jaki
dodaje do potencjatu wielkiego kanonicznego uktadu wytworzenie warstwy quasi-cieczy
o grubosci I. Jezeli ¢(r) ~ -, a uklad jest D-wymiarowy (powierzchnia krysztatu jest

(D — 1)-wymiarowa):
V() ~

Dla ¢(r) ~ exp [=r/C]:

a
l(rl_Tl)+Cl|A,UJ|, a,c> 0. (16)

V(l) = aexp|[—1/C]+ cl|Au|, a,c,¢ > 0. (1.7)

Pierwszy sktadnik w powyzszych wzorach na V(I) jest dominujacym czlonem catl-
ki (z — kierunek prostopadly do powierzchni) 3 [ dzidraAp(r1)Ap(rs)d(|r — ra|), gdzie
Ap(r) jest réznica pomiedzy lokalna gestoscia uktadu z warstwa quasi-cieczy, a lokalna
gestoscia uktadu bez tej warstwy. Sktadnik cl|Ap| opisuje w najnizszym, liniowym rzedzie
koszt utworzenia warstwy quasi-cieczy w warunkach, gdy faza ta jest niestabilna. Wyraz
|Ap| oznacza réznice potencjatéw chemicznych pomiedzy niestabilna faza ciekla a stabil-
ng i gazowa. Kiedy stan uktadu dazy do krzywej wspolistnienia gaz-ciecz, |[Au| — 0. W
réwnowadze V(1) = min, co prowadzi do wniosku, ze dla potencjatu znikajacego algebra-
icznie:

L~ |Apf/0=D), (1.8)

za$ dla potencjalu znikajacego wyktadniczo:

[ ~ —log|Apul. (1.9)
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Zalozenie analogii pomiedzy zwilzaniem catkowitym a topnieniem powierzchniowym
pozwala przenies¢ powyzsze wzory na przypadek topnienia powierzchniowego po zastapie-
niu |Ap| przez |T; — T|. Zachowania typu [1.8], [1.9] dla uktadéw 3-wymiarowych zostaty
potwierdzone przez do$wiadczenia [DD86], obliczenia w ramach teorii funkcjonatu gestosci
[OLWO1], oraz obliczenia oparte o modele sieciowe [TT87, TTS8S].

1.5 Teorie topnienia uktadéw 2-wymiarowych

W przeciwienstwie do topnienia w uktadach 3-wymiarowych, ktérego przebieg rézne teorie
opisuja w sposob zgodny, przebieg topnienia w uktadach 2-wymiarowych budzi kontrower-
sje juz od dwudziestu lat. Z r6znym powodzeniem, ciagle bez ostatecznego rozstrzygniecia
co do kryteriow ich stosowalnosci, rywalizuja ze soba dwie hipotezy. Pierwsza z hipotez za-
ktada, ze w uktadach 2-wymiarowych topnienie jest pojedyncza przemiang fazows pierw-
szego rodzaju, tak jak topnienie w uktadach 3-wymiarowych. Druga hipoteza wspiera
sie na sformutowanej pod koniec lat 70. teorii Kosterlitza-Thoulessa-Halperina-Nelsona-
Younga (KTHNY) i przewiduje, ze uklady 2-wymiarowe topnieja w dwoch etapach. Naj-
pierw faza stala topi sie w specyficzng faze ciektokrystaliczng, zwana faza heksatyczna.
W nieco wyzszej temperaturze faza heksatyczna topi sie w faze ciekly. Obie te przemia-
ny fazowe nie sg przemianami pierwszego rodzaju lecz przemianami ciggtymi. * Schemat
diagramu fazowego przewidywanego przez teorie KTHNY dla potencjalu miedzyczastecz-
kowego z niezerowsq czescia przyciagajaca przedstawia rysunek 1.4.

p

A

- T

Rysunek 1.4: Diagram fazowy wedltug teorii KTHNY (rysunek schematyczny na podstawie
[NH79]). Objasnienia: p — ci$nienie, T — temperatura, S — ciato stale, H — faza heksatyczna,
L — ciecz, G — gaz, linie ciagglte — przejscia fazowe I rodzaju, linie przerywane — przejscia
fazowe ciggle

Podstawg teorii KTHNY [Str88, NH79, You79] jest rozréznienie pomiedzy fazami sta-
ta (krystaliczng), heksatyczna oraz ciekla. Czym faza heksatyczna rézni sie od fazy stale;
i ciektej? Na poziomie mikroskopowym w dwuwymiarowych fazach mozna wyrézni¢ dwa
rodzaje przestrzennego uporzadkowania czasteczek. Pierwszy rodzaj to uporzadkowanie
pozycyjne (positional order). Uporzadkowanie pozycyjne polega na tym, ze nie pojawiaja
sie slepo zakonczone ptaszczyzny krystaliczne. Zaburzenia uporzadkowania krystalicznego,

4Przemianami ciagtymi nazywa sie przemiany fazowe spoza klasyfikacji Ehrenfesta. Przemianom tym
nie towarzyszy ani skok entropii, ani skok objetosci.
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czyli Slepe zakonczenia ptaszczyzn krystalicznych nazywa si¢ dyslokacjami. Miare dysloka-
cji charakteryzuje lokalnie wektor Burgersa b(r). Wektor Burgersa jest to wektor, o jaki
trzeba przesuna¢ lokalnie plaszczyzny krystaliczne, by zlikwidowaé¢ dyslokacje (rysunek
1.5).

Rysunek 1.5: Dyslokacja i wektor Burgersa b

Drugim rodzajem uporzadkowania przestrzennego jest uporzadkowanie orientacyjne
(bond-orientational order). Uporzadkowanie orientacyjne polega na tym, ze we wnetrzu
fazy wszystkie czasteczki maja te sama ilos¢ najblizszych sasiadéw. Zaburzenia uporzadko-
wania orientacyjnego nazywa si¢ dysklinacjami. Miare dysklinacji charakteryzuje lokalnie
tadunek dysklinacji s(r). Ladunek dysklinacji to ilo$¢ nadmiarowych sasiadéw (rysunek
1.6). Pojedyncza dyslokacje mozna interpretowaé jako pare dysklinacji o przeciwnych la-
dunkach umieszczonych w sasiadujacych weztach sieci.

Rysunek 1.6: Dysklinacje i tadunki s dla sieci kwadratowe;j

W kazdej rownowagowej fazie pojawiaja sie zaburzenia uporzadkowania zaréwno pozy-
cyjnego jak tez orientacyjnego. Mozna zadac pytanie jak znikaja korelacje pomiedzy upo-
rzadkowaniem pozycyjnym oraz orientacyjnym w dwédch punktach ry, ry w zaleznosci od
odlegltosci r = |r;—rs|. Miarg korelacji pozycyjnych jest gi(r) = (exp [tk - u(r;) — ik - u(rs)]),
gdzie u(r) — wektor odksztalcenia, k — najmniejszy niezerowy wektor niezaburzonej sie-
ci odwrotnej. Miarg korelacji orientacyjnych jest g¢(r) = (exp [if0(r1) — if0(r2)]), gdzie
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O(r) — kat pomiedzy wiazaniem z dowolnym sposréd f najblizszych sasiadéw a ustalona,
osia, f — ilos¢ najblizszych sasiadéw dla sieci niezaburzonej. Okazuje si¢, ze zachowanie
funkcji gi(r) oraz g;(r) pozwala rozrézni¢ pomiedzy faza stala, heksatyczna i ciekta. ® Dla
duzych r, w fazie statej g(r) ~ const # 0, gi(r) ~ v, w fazie cieklej g¢(r) ~ exp [—r/(],
gi(r) ~ exp [—r/(], natomiast w fazie heksatycznej g(r) ~ 7", gi(r) ~ exp [—r/(].

Dlaczego w ogodle topnienie uktadéw 2-wymiarowych miatoby przebiega¢ odmiennie
niz topnienie uktadéw 3-wymiarowych? Jako przyczyne ewentualnej rozbieznosci teoria
KTHNY wskazuje nastepujace fakty [Str88]: Dla D-wymiarowego uktadu w przyblizeniu
harmonicznym energia oddziatywania F, pojedynczego zaburzenia sieci krystalicznej z
niezaburzong resztg sieci jest rzedu:

J b1
E, ~ 5/a ~5dr. (1.10)

gdzie: J — stata sprzezenia (inna dla dysklinacji, inna dla dyslokacji), L — rozmiary
liniowe uktadu, a — stata sieci, caltkowanie odbywa sie po przestrzeni D-wymiarowej. Dla
tego samego uktadu, wktad S, do entropii jaki daje pojedyncze zaburzenie sieci jest rzedu:

IND
S, =~ kplog <E> : (1.11)

Ostatecznie catkowity wktad do energii swobodnej, jaki wnosi pojedyncze zaburzenie
dla uktadu 2-wymiarowego jest rzedu: F, = E, — TS, ~ (nJ — 2kgT) log (%) Doktad-
nie dla uktadu 2-wymiarowego czton oddzialywania FE, jest proporcjonalny do cztonu
entropowego —1'S,. To wlasnie ten fakt przesadza o mozliwoéci odmiennego scenariusza
topnienia dla uktadéw 2-wymiarowych. Stanowi rownowagi odpowiada minimum catko-
witej energii swobodnej uktadu. Wynika stad, ze w granicy termodynamicznej pojawi sie
przejscie fazowe w temperaturze T; = w.J/2kp. Ponizej temperatury 7T; zaburzenia sieci
nie beda wystepowaly, powyzej temperatury T; pojawig sie w bardzo duzych ilosciach.
Obserwowane przejécie fazowe bedzie przejéciem ciagltym. Trzeba zauwazy¢, ze poniewaz
state sprzezenia sa rézne, inna jest temperatura 7; dla dyslokacji, a inna dla dysklinacji.
Scenariusz topnienia KTHNY zajdzie wtedy, kiedy pojawienie sie swobodnych dyslokacji
(przejscie od fazy statej do heksatycznej) zajdzie w nizszej temperaturze niz pojawie-
nie sie swobodnych dysklinacji (przejscie do fazy cieklej). W odmiennym przypadku oba
przejscia zlejg sie¢ w jedno przejscie pierwszego rodzaju.

W rzeczywistosci obraz 2-wymiarowego topnienia nie jest tak prosty, jak sugerowataby
to argumentacja przedstawiona powyzej. W powyzszym wywodzie pominiete zostaty od-
dziatywania zaburzen ze soba. Ponizej temperatury 7; odpowiednie zaburzenia sieci takze
moga sie pojawia¢ pod warunkiem wszakze, ze sa zwigzane w pary.

Pelna teoria KTHNY opisuje fazy dwuwymiarowe wytacznie w terminach oddziatu-
jacych pél wektoréw Burgersa b(r) oraz tadunkéw dysklinacji s(r). Dla powyzszych pol
zaburzen sieci konstruuje sie zredukowane hamiltoniany. Hamiltoniany zredukowane otrzy-
muje sie z hamiltonianu catego ukladu (zaburzenia + wezly niezaburzone) przy pomocy
teorii renormalizacji. Zastosowanie teorii renormalizacji polega na wysumowaniu po stop-
niach swobody odpowiadajacych niezaburzonym weztom sieci. Poniewaz wysumowanie
odbywa sie na poziomie sumy statystycznej, efektem tego wysumowania jest pojawienie
sie¢ w zredukowanych hamiltonianach statych sprzezenia zaleznych od temperatury.

5Scisle rzecz biorac nazwa ”faza heksatyczna” zarezerwowana jest dla fazy cieklokrystalicznej o sze-
Sciokrotnej anizotropii: f = 6. Faze cieklokrystaliczng o anizotropii czterokrotnej: f = 4 nazywa sie¢ faza
tetratyczng [NH79).
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Jak juz pisatem, pojedyncza dyslokacje mozna interpretowac jako pare dysklinacji o
przeciwnych tadunkach umieszczonych w sasiadujacych weztach sieci. Jezeli dysklinacje
sg zwigzane w pary — dyslokacje, zredukowany hamiltonian dla uktadu ma postac:

gl (1).
b(x) - (r = x')b(r) <r‘f'>]+Ecz|b<r>2

r—r'f?

Hdisloc -

(1.12)

Jezeli dysklinacje sg swobodne, zredukowany hamiltonian dla uktadu ma postac:

_ !
I e Rz SEC N
r#r/ a r

Objasnienia: a — stala sieci, K = K(T') — stala elastyczna ¢ | K4 = K4(T) — stala
Franka. W fazie ciektej dysklinacje sg swobodne: K = 0, K4 = 0. W fazie heksatycznej
dysklinacje sa zwiazane w swobodne pary — dyslokacje: K =0, K4 # 0. W fazie statej w
pary zwiazane sg takze dyslokacje: K # 0, K4 = o0

7TKA
36

Hdisclin = -

1.6 Uktlady 2-wymiarowe wyidealizowane

Wobec kontrowersji odnosnie przebiegu dwuwymiarowego topnienia, o ktérych pisatem w
podrozdziale 1.5, ciagle nierozstrzygnieta pozostaje kwestia, jak wyglada diagram fazowy
dla uktadu twardych dyskéw (dwuwymiarowy odpowiednik uktadu twardych kul). Czy w
uktadzie tym wystepuje pojedyncze przejscie fazowe pierwszego rodzaju, czy tez topnienie
zachodzi wedtug scenariusza KTHNY? Rownowaznie, jest to pytanie o to, jak wyglada od-
powiednio przeskalowany diagram fazowy z rysunku 1.4 dla nieskoniczenie duzych cisnien.
Czy jezeli bedzie sie zwieksza¢ ci$nienie, krzywe wspoélistnienia faz staltej i heksatycznej
oraz heksatycznej i cieklej potacza sie w jedna krzywa wspotistnienia fazy stalej i cie-
ktej, czy nie? Na potwierdzenie kazdej z tych dwu wykluczajacych sie hipotez mozna by
zapewne zacytowaé podobng ilo$¢ artykutéw, niekiedy nawet tych samych autoréw (np.
[Str88, 1.592]). Za aktualny przewodnik po tym rozgardiaszu moze stuzy¢ wstep do arty-
kutu [Jas99]. Interesujace jest to, ze réwniez symulacje Monte Carlo daja bardzo rézne
rezultaty, np. [LS92] (przemiana I rodzaju) kontra [AF99] (scenariusz KTHNY). Symu-
lacje prowadzone dla liczby twardych dyskéw N rzedu 1.6 x 10* w zaleznoéci od autoréw
potwierdzaly jedng badz drugg hipoteze [Jas99]. Najswiezsze symulacje dla N = 65536
zdaniem autora [Jas99] zdecydowanie potwierdzaja przewidywania teorii KTHNY. Na
razie nikt jeszcze nie zdazyt przeprowadzi¢ kontrsymulacji dla tak duzej ilosci twardych
dyskow.

Jezeli chodzi o teoretyczne przewidywania diagramu fazowego uktadu twardych dys-
kow, rozrzut opinii jest duzy. O teorii KTHNY pisatem w podrozdziale 1.5. Warto wspo-
mnie¢ o przewidywaniach teorii funkcjonatu gestosci. Teoria funkcjonatu gestosci pozwala
uzyskiwaé przyblizone rownowagowe profile gestosci jednoczastkowej w zaleznosci od para-
metrow stanu uktadu. Jest to teoria oparta o metody wariacyjne, szerzej pisze na jej temat
w rozdziale 2. Efektywne zastosowanie teorii funkcjonatu gestosci wymaga uzupehienia
jej o dwa rodzaje przyblizen. Pierwszy rodzaj przyblizen stanowiag rozsadne przyblizenia

Amp(ptA)

6Stala K wyraza sie przez wspotczynniki Lamégo u, \: K = T
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postaci funkcjonatu gestosci dla niejednorodnych profili gestoéci. Drugim rodzajem przy-
blizen sa przyblizenia samych prébnych profili gestosci. Na obecnym etapie rozwoju teorii
znane sg sposoby efektywnego parametryzowania gestosci jedynie dla jednorodnego ptynu
oraz pozbawionego zaburzen uporzadkowania przestrzennego monokrysztatu. Z powodu
ktopotéw ze sparametryzowaniem gestosci dla fazy heksatycznej, wspotcezesna teoria funk-
cjonatu gestosci nie jest w stanie potwierdzi¢ badz obali¢ wystepowania w uktadzie tej
fazy, chyba ze skorzysta z niektérych narzedzi wypracowanych w ramach teorii KTHNY
[RT95]. Wnioskiem z teorii KTHNY, ktorego zgodnosé z czysta teorig funkcjonatu gestosei
mozna testowac, jest rodzaj topnienia jako przemiany fazowej. Teoria KTHNY przewidu-
je przemiane ciggly, natomiast teorie funkcjonatu gestosci dla uktadu twardych dyskéw z
reguty przewiduja przemianeg pierwszego rodzaju, jakkolwiek rozmiar nieciggtosci gestosci
silnie zalezy od poczynionych przyblizen. Wyliczone gestosci wspotistniejacego plynu i
ciala stalego wynosza:

7 = 0.713, (1.14)

net = 0.730 (1.15)
wedlug [CB86]oraz:

7 = 0.6330, (1.16)

not = 0.6337 (1.17)

wedlug [MTN87]. Drugi wynik w $wietle kilkuprocentowych niedoktadnosci zastoso-
wanych metod teorii funkcjonatu gestosci mozna juz interpretowac jako zgodny z teorig
KTHNY. Niektorzy autorzy (postugujacy sie synteza teorii funkcjonalu gestosci i teorii
KTHNY) formutuja hipoteze, iz charakter przemiany fazowej topnienia w uktadach dwu-
wymiarowych zalezy od postaci potencjatu miedzyczasteczkowego. Niech ¢(r) ~ r=™ dla
duzych r, wedltug [RT95, Wee81] dla n < 2 zachodzi scenariusz KTHNY, a dla n > 3
wystepuje pojedyncze przejscie fazowe pierwszego rodzaju.

1.7 Uklady 2-wymiarowe na podtozu krystalicznym

W symulacjach numerycznych mozliwe jest badanie termodynamiki wyidealizowanych
uktadow $cisle dwuwymiarowych: z zadang postaciag potencjalu miedzyczasteczkowego,
bez podtoza generujacego w ukltadzie potencjal zewnetrzny. Jakkolwiek wiarygodno$é sy-
mulacji numerycznych moze budzi¢ watpliwosci (zob. podrozdzial 1.6), czesto pomocna
w zrozumieniu skomplikowanych zjawisk bywa sama mozliwos¢ jakiegokolwiek badania
uktadéw uproszczonych.

Sytuacja dramatycznie komplikuje si¢ w przypadku préob doswiadczalnego zweryfiko-
wania teorii dwuwymiarowego topnienia. Poniewaz w rzeczywistosci nie istniejg uktady
scisle dwuwymiarowe, wszelkie doswiadczalne weryfikacje teorii 2-wymiarowego topnienia
opieraja si¢ na badaniu uktadéw substancji zaadsorbowanych na podtozu krystalicznym.
Jako adsorbatu uzywa si¢ gtéwnie gazy szlachetne, czasem weglowodory o krotkim tan-
cuchu (etylen) badz freony (C'Fy). Najpopularniejszym substratem jest grafit, ale czasem
stosuje sie takze inne (srebro). W specyficznych warunkach termodynamicznych (obszar
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wystepowania objetosciowe] fazy gazowej) mozna uzyskaé¢ w takich uktadach monowar-
stwy adsorbatu, ktére wystepuja w réznych dwuwymiarowych stanach skupienia (gaz,
ciecz, ciato state).

W uktadach monowarstw adsorbatu na podtozu krystalicznym zawsze obecny jest pe-
riodyczny potencjal zewnetrzny pochodzacy od substratu. Nie mozna zaniedba¢ wptywu
tego potencjatu na obserwowane w doswiadczeniach diagramy fazowe. Jakie efekty po-
woduje wprowadzenie do uktadu potencjalu zewnetrznego? Podstawowym skutkiem jest
pojawienie sie oprocz zwyktej fazy stalej, zwanej fazg niewspotmierna, faz statych wspot-
miernych. Fazy wspotmierne charakteryzuja sie tym, ze ich struktura krystaliczna jest
wspotmierna ze struktura krystaliczna podtoza. Fazy wspélmierne moga pojawic sie tyl-
ko wtedy, gdy periodyczne niejednorodnosci potencjatu podtoza sg dostatecznie duze.
Poniewaz w uktadach moga pojawia¢ sie rézne fazy wspolmierne, dla rozréznienia fazy
te oznacza sie symbolami n X n, gdzie n jest stosunkiem statej sieci odpowiedniej fazy
wspotmiernej do stalej sieci podtoza.

I[stnienie silnego potencjatu zewnetrznego, jezeli podtoze wykazuje podobna symetrie
jak faza heksatyczna (jest to przypadek gazow szlachetnych na graficie), powoduje niestety
takze zatarcie przejscia fazowego od fazy heksatycznej do fazy ciektej (faza cieklta na
podltozu wykazuje anizotropie podobna do anizotropii fazy heksatycznej). Jezeli wszakze
potencjal zewnetrzny jest staby, pozostatosci przejscia mozna zaobserwowac, podobnie jak
mozna zaobserwowaé pozostatosci zachowan krytycznych ferromagnetyka umieszczonego
w stabym polu magnetycznym [Str88].

W dotychczasowych eksperymentach zgromadzono duzy zaséb diagramoéw fazowych
ukladéw typu adsorbat + podloze, np. [LT80, BLS80, S*84, ZKC86]. Interesujace omd-
wienie tych, a takze innych doswiadczen znajduje sie¢ w artykule [Str88]. Interpretacja
danych doswiadczalnych jest skomplikowana, w uktadach moga pojawia¢ sie takze inne
przejécia fazowe oprocz tych, ktére juz wymienitem. Potwierdzeniem teorii KTHNY dla
ksenonu moga by¢ doswiadczenia przeprowadzone z tym gazem i réznymi podtozami. W
uktadzie ksenon + srebro amplituda potencjatu zewnetrznego jest o jeden rzad wielkosci
mniejsza niz w uktadzie ksenon + grafit. Poréwnanie bardzo podobnych diagraméw fazo-
wych dla uktadow ksenon + grafit oraz ksenon + srebro sugeruje, ze ksenon na podtozu
istotnie topnieje poprzez faze heksatyczng [Str88, GT87].

1.8 Topnienie krawedziowe

Kolejne interesujace doswiadczenia przeprowadzane z uktadami monowarstw na podtozu
krystalicznym, dotycza obserwacji zjawiska topnienia krawedziowego. Topnienie krawe-
dziowe jest dwuwymiarowym odpowiednikiem topnienia powierzchniowego uktadéw troj-
wymiarowych. Nadtapianie sie krawedzi dwuwymiarowych krysztatéow adsorbatu byto ob-
serwowane w ukltadach neon+grafit oraz Fe(CO)s5 + grafit [DPD88, PD92, SBS88]. Eks-
perymentatorzy nie byli w stanie pomierzy¢ zaleznosci grubosci nadtopionej warstwy od
temperatury, takze nadal nie wiadomo, czy dla ukladéw dwuwymiarowych stosuja sie
odpowiedniki wzoréw (1.8),(1.9).

Czy istnienie topnienia krawedziowego w uktadach dwuwymiarowych potwierdza teo-
ri¢ analogii pomiedzy topnieniem 2-wymiarowym a topnieniem 3-wymiarowym? Nie sa-
dze, by istnienie topnienia krawedziowego musiato koniecznie wykluczaé¢ scenariusz KTH-
NY. A nuz na powierzchni krysztatu tworzy sie warstwa nie quasi-cieczy, lecz fazy quasi-
heksatycznej. Zeby wszakze oddaé sprawiedliwo$é pluralizmowi opinii na temat dwuwy-
miarowego topnienia, pozwole sobie wspomnie¢ takze o dosé¢ starych symulacjach Monte
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Carlo topnienia krawedziowego dwuwymiarowego krysztatu Lennarda-Jonesa [Abr81]. Po-
mimo tego, ze w uktadzie obserwowane byto topnienie krawedziowe, a przemiana fazowa
krysztatu nastepowata w warunkach termodynamicznych zgodnych z kryterium niestabil-
nosci wedtug teorii KTHNY, obserwowane objetosciowe przejécie fazowe byto przejsciem
pierwszego rodzaju, a w uktadzie nie pojawial sie zaden $lad fazy heksatyczne;j.
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Rozdziat 2

Teoria funkcjonalu gestosci

2.1 Zasada wariacyjna

Klasyczna teoria funkcjonatu gestosci jest bardzo silnym i uzytecznym narzedziem me-
chaniki statystycznej stanéw rownowagowych. W ramach formalizmu tej teorii w sposob
prosty i przejrzysty mozna konstruowaé przyblizenia, ktére pozwalaja na efektywne wy-
prowadzenie diagramow fazowych oraz innych informacji odnosnie termodynamiki ukta-
dow wprost z zatozenia odnosnie postaci mikroskopowych oddziatywan miedzyczasteczko-
wych. Szczegdélowe omédwienie podstaw teorii funkcjonatu gestosci zawiera klasyczny juz
artykul Evansa [Eva79], a mniej szczegbtowe takze wyktad Oxtoby’ego [Oxt91].

Prezentacje teorii funkcjonalu gestosci nalezy rozpoczaé¢ od wyprowadzenia zasady
wariacyjnej. Rozpatruje si¢ uktad N identycznych, klasycznych czasteczek opisywany ha-
miltonianem Hy:

HN(rla - I'n, P1, --7PN) - H}y(rla - I'n, P1, "7pN) + H]e\;Ct(rlv "7rN)' (21)

Hamiltonian wewnetrzny (intrinsic) H&' opisuje energie kinetyczng uktadu oraz ener-
gie potencjalna oddzialywan miedzyczasteczkowych. Rozumowanie przedstawione w tym
podrozdziale nie wymaga uécilania postaci H3. Hamiltonian zewnetrzny (external) H g
opisuje oddzialywanie czasteczek z potencjatem zewnetrznym V.. (r):

N
H (rq,..,ty) = Z Vewr(r;). (2.2)
i=1
Definiuje sie operator klasycznego sladu:
> 1
trd = ]VZZO M/drldr]vdpldp]\f (23)

Dowolny rozktad f(ry,..,ry,PpP1, .., Py) prawdopodobienstwa w zespole wielkim kano-
nicznym musi spelnia¢ warunki:

f = 0, (2.4)
try f = 1. (2.5)

Operator uséredniania po rozktadzie f ma postac:
(g = tra(f). (2.6)
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Wielka suma statystyczna =(7T, V, 1), rownowagowy rozktad fo(ry,..,rn, P1, ., PN) W
zespole wielkim kanonicznym oraz potencjat wielki kanoniczny (7, V, ) dane sg wzorami:

E = trgexp[—0(Hy — uN)], 2.7)
fo = E " exp[—B(Hy — uN)], (2.8)
Q = —pllogZ, 2.9)
gdzie: B = 1/kgT, T — temperatura, V — objetos¢, u — potencjat chemiczny.
Potencjat 2 mozna uogdlnié¢ jako funkcjonat Q[f] dla dowolnego rozktadu f:
O] = tra f(Hy — uN + 5~ log ) = 210,
= (Hn)s — u(N)y — TSy,
Sy = —kg(log f);. (2.11)

Widaé, ze funkcjonal Q[f] zdefiniowany jest tak samo jak potencjal € przy uzyciu
energii Sredniej (Hy ), Sredniej liczby czastek (), oraz entropii Sy. Jedyna réznica jest
zastapienie rozktadu réownowagowego fo przez dowolny rozkitad f. Istotnie dla f = f
odtwarza sie wartos¢ potencjatu wielkiego kanonicznego:

Qlfo] = try fo(=BogZ) = Q. (2.12)

Rozktad réwnowagowy fj jest takze jedynym rozktadem, ktéry globalnie mimimalizuje
wartosé Q[f]. Rozpatrzmy f # fo:

Q[f] = try f(Hy — uN + 37 log f) =
= trg f(—B " log fo — B logE + 5~ log f) =

= Q[fo] + " try flog(f/ fo) > (2.13)
> Q[fo] + 6 tra f(1— fo/f) =
= Q[fo]-

W powyzszym wyprowadzeniu wykorzystana zostata nieréwno$¢ Gibbsa: logz > 1 —
1/z, dla x # 1. Uzyskane w ten sposéb twierdzenie wariacyjne nie jest jeszcze przydatne
do znajdowania stanéw rownowagowych, poniewaz operuje si¢ w nim zbyt duza przestrze-
nig rozktadow. Istnieje wszakze sposob, aby rozmiary tej przestrzeni znaczaco zredukowac.
Definiuje si¢ operator gestosci p(r,ry,..,ry), gestosé jednoczastkowa p(r) oraz réwnowa-
gowa gestos¢ jednoczastkowa po(r):

) = Sl (2.14)
p(r) = (p(r)y, (2.15)
po(r) = (p(r)) s, (2.16)
HYY = [ dep(r) Ve (r). (2.17)

Dla ustalonej postaci hamiltonianu wewnetrznego HY, wielkosci fy oraz po(r) sa jed-
noznacznymi funkcjami V,,.(r). Mozna pokazaé, ze takze potencjal zewnetrzny V... (r)
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jest jednoznaczna funkcja po(r). Aby to udowodnié, zaktada sie, ze jest inaczej: temu sa-
memu py(r) odpowiadaja rézne V,.(r) oraz V. ,(r). Niech primowane wielkosci oznaczaja

ext
wielkosci uzyskiwane z V/ ,(r), a nieprimowane — uzyskiwane z V,,;(r). Wtedy:

O = trg fo(Hy — uN + 37" log fo) <
< trg fo(Hy — pN + ' og fo) =
— Q + try fo(HEY — HEY) = (2.18)

= Q[ drpo(x) Vi (¥) = Ve 1),

Powyzsza nieréwnosé¢ mozna zsymetryzowaé ze wzgledu na zamiane wielkosci primo-
wanych i nieprimowanych. Poniewaz z zalozenia p(r) = po(r), otrzymuje si¢ sprzecznosc:

O +Q<Q+Q. (2.19)

Zaltozenie byto fatszywe. Zatem dla dowolnej gestosci jednoczastkowej p(r) istnieje co
najwyzej jeden hipotetyczny potencjal zewnetrzny V.'%%°(r), dla ktérego gestosé p(r) jest
gestosciag rownowagowa. Niech f oznacza réwnowagowy rozklad wielki kanoniczny jaki
dostaje sie dla potencjatu Ve]f,{p °(r). Definiuje sie wielki kanoniczny funkcjonal gestosci

Qupl:

Qlp] = Qf] = tra f(Hy — pN + " log f). (2.20)

Twierdzenie wariacyjne (2.13) dla Q[f] przenosi sie na §,[p]. Dzieje sie tak, poniewaz

dla. p(r) # po(x) otrzymuje sie V,47(r) # Ve (r), a stad f # fo. Z kolei dla p(r) = po(r)

otrzymuje sic V/'%°(r) = V., (r), a stad f = fo. Zasada wariacyjna dla funkcjonatu

gestosci €2, [p] ma postaé:

Qo] > Qulpo] = . dla p(r) # polr). (2.21)

Twierdzenie wariacyjne mozna zapisa¢ takze przy pomocy pochodnej funkcjonalnej:

= 0. (2.22)

Do czego przydaje sie twierdzenie wariacyjne? Jezeli bytaby znana postaé¢ funkcjonatu
Q,[p], poprzez skorzystanie ze wzoru (2.21) mozna by odtworzy¢ profile gestosci réwnowa-
gowej po(r) w zaleznosci od parametréw stanu, a stad uzyskaé¢ na przyktad objetosciowy
diagram fazowy badz tez inne informacje o termodynamice i strukturze uktadu.

Warto pamietac, ze na efektywne zastosowanie twierdzenia wariacyjnego natozone sg
dwa typy ograniczen. Po pierwsze dla uktadow czasteczek oddzialujacych €, [p] mozna
wyznaczaé tylko w sposéb przyblizony: Q,[p] ~ Q@P"%[p]. Po drugie, nikt nie jest w
stanie dla takich uktadéw przeprowadzi¢ minimalizacji funkcjonatu gestosci w petnej,
nieskonczeniewymiarowej przestrzeni p(r). Postepuje sie jak w kwantowomechanicznej
metodzie wariacyjnej. W mechanice kwantowej stan podstawowy w sposéb przyblizony
wyznacza si¢ poprzez minimalizacje elementu macierzowego hamiltonianu w przestrzeni
prébnych funkeji falowych 1(r) = ¥(r; '), gdzie I' — ciag zmiennych parametryzujacych
funkcje falowa. Podobnie parametryzuje sie gestosé w teorii funkcjonatu gestosci: p(r) =

p(r; T'). Przyblizona gesto$¢ réwnowagowa pg” **(r) = p(r;Ty) wyznacza sie z warunku:

23



9, [p(T)]

e = 0. (2.23)

I'=I'g

Dla nieskonczonych faz ptynnych i monokrystalicznych najczesciej stosowanym sposo-
bem parametryzowania gestosci jest model gausjanow:

a1D/2 )
p(r; 1) = pp [;} Veeu Y exp [—a|r/a — X } . (2.24)
W powyzszym modelw: I' = {p,.,a,a}, p, — gestosé¢ érednia, o — bezwymiarowy

parametr okreslajacy niejednorodnos¢ uktadu, a — stata sieci, D — wymiar uktadu, x;
— wezly znormalizowane]j regularnej sieci krystalicznej (o stalej sieci réwnej 1), Ve —
objetos¢ elementarnej komorki sieci znormalizowane;j.

Pomimo takich przyblizen, w ramach teorii funkcjonalu gestoséci jestesmy w stanie
poprawnie odtworzy¢ termodynamike dla bardzo wielu uktadéow: gazow, cieczy, faz mo-
nokrystalicznych, powierzchni rozdziatu faz, uktadéow ograniczonych Scianami, mieszanin.
W nastepnych podrozdziatach omawiam, jak do tego sie dochodzi.

2.2 Funkcje korelacji gestosé-gestosé
Oprécz wielkiego kanonicznego funkcjonatu gestosci Q,[p] wygodne jest zdefiniowanie

funkcjonatu wewnetrznej energii swobodnej (intrinsic free energy) F[p| oraz uogdlnionego
potencjatu zewnetrznego u(r):

u(r) = u—%mt(r), (2.25)
Flo] = tra f(HY + 5 log f), (2.26)
Hy —uN = Ho— / drp(r)u(r), (2.27)
Ll = Flol [ drp(r)u(n) (2.28)
Latwo pokazaé, ze:
‘;ZO[S] — —p(r). (2.29)

Bardzo dobrym pomystem jest przedstawienie F'[p| jako sumy funkcjonalu wewnetrznej
energii swobodnej gazu doskonatego Fjgeq[p] oraz czesci nadwyzkowej F..[p]:

F[p] = Fideal [/)] + Femc{/)]- (2-30)
Dla gazu doskonatego: Hi = SN | |p;|?/2m. Stad:
Faealp] = 57" [ dro(r) [log(\"p(r)) = 1] (2.31)
gdzie: D — wymiar uktadu, A = h/\/2mmkgT.

Definiuje sie dwa rodzaje funkcji korelacji:
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' e 0l
Glpiri, 2] = —p3 Su(r)ou(rs) (2.32)

= (p(r1)p(r2)) s — p(r1)p(r2),

g Fexelp
dp(r1)dp(ra)
Funkcja G[p;ri, rs] mierzy catkowite korelacje gestosé-gestosé i ma wymiar gestosci

do kwadratu. Funkcja c¢®[p;r1,rs] jest bezwymiarowa. Aby rozstrzygnaé interpretacje
tej funkcji, wygodnie jest zdefiniowa¢ bezwymiarowa funkcje korelacji gestosé-gestosé
h®[p; 11, 15] oraz gestosé dwuczastkowa p® [p; 11, ro):

ADpiry,ry) = (2.33)

pPlpiry,ra] i= (p(r1)p(ra)) s — p(r1)d(ry —12) (2.34)
@[ pe 1ol = p®[p;ry, 1] 1
el ) 25

Glp;ri,ra]  5(r; — o)

~ p(r1)p(rs) p(r1)

Wykorzystujac zasade wariacyjna (2.21) mozna pokazaé, ze (dla skrotu opuszczam we
wzorach zaleznoéci funkcjonalne h® (ri,rs) i ¢®(r,ry) od gestodci p):

h® (11, 15) = ¢ (11, 15) + / drsc® (11, 1) p(r3)h® (r5, 1) =
= c(ry,ra) + /drgc@)(rl,rg)p(rg)c(Q)(rg,rg)Jr (2.36)
+ /drgdr4c(2) (r1,r3)p(rs)c? (rg, ry) p(ry) e (ry, ra) + ..

Powyzsze rownanie nosi nazwe réwnania Ornsteina-Zernickego (1914). Funkcja kore-
lacji h®)(ry,ry) opisuje catkowite korelacje pomiedzy gestoécig w punkcie r; i gestodcig
w punkcie ry (z pominieciem osobliwego zachowania dla r; = rs). Zgodnie z réwnaniem
(2.36) catkowita funkcja korelacji h(® (r1, ro) wyrazona jest przez sume po wszystkich splo-
tach funkcji ¢® (ry,ry) z samg soba pomnozona przez gestoéé. Stad wynika interpretacja
funkcji ¢(rq, r2). Funkcja ta opisuje ”bezposrednie” korelacje pomiedzy gestoscia w punk-
cie r; i gestodcia w punkcie ry. Dlatego ¢®(ry,ry) nazywana jest bezposrednia funkcja
korelacji.

Catkowita funkcja korelacji h® (rq,ry) jest funkcja o znacznie wickszym zasiegu niz
potencjal miedzyczasteczkowy ¢(|r;—rs|). Bezposrednia funkcja korelacji ¢ (ry, r2) zgod-
nie z definicja (2.33) zeruje sie dla uktadu czasteczek nieoddzialujacych. Jezeli czasteczki
oddziatuja: ¢® (ry,rs) =~ —B¢(|r; —r3|) dla duzych |r; —ry|. Bezpoérednia funkcja korelacji
ma zasieg taki sam jak potencjat miedzyczasteczkowy.

2.3 Przyblizanie bezposredniej funkcji korelacji

Sciste wyrazenia na funkcjonaty gestosci Q[p] oraz F[p] dla dowolnego p(r) znane sg tyl-
ko dla uktadu czasteczek nieoddziatujacych. Dla innych uktadow trzeba sie postugiwac
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przyblizeniami, w wielu przypadkach doskonatymi, ale jednak przyblizeniami. Z uwagi na
krotkozasiegowos¢ oraz znaczng tatwos$é aproksymacji idealnym kandydatem do przybli-
zania jest bezposrednia funkcja korelacji.

Najbardziej znanym przyblizeniem na posta¢ bezposredniej funkcji korelacji jest przy-
blizenie Percusa-Yevicka. Przyblizenie to obowiazuje wytacznie dla ptynu jednorodnego.
Wtedy: p(r) = p, @ (r1,1r3) = KD (1), @ (r1,15) = c@(r), gdzie r = |r; — ry|. Dla jed-
norodnego uktadu, w ktéorym pojedyncza czasteczke umieszcza sie w punkcie r = 0 jako
zrodlo potencjatu zewnetrznego V.. (r) = ¢(r), otrzymuje sie $cisty wzér na zaburzona
gestosé jednoczastkowa p(r|Vey):

p(r|Vear) = p(1+ 1P (r)). (2.37)

Rozwijajac p(r|Vee) /A exp [Bu — Bé(r)] wedtug funkcjonalnego szeregu Taylora (zob.
(A.8)) w potegach p(r|V..) — p, przy obcieciu do wyrazéw liniowych uzyskuje sie przy-
blizenie:

(1+ h? (r))exp[Bo(r)] =1+ h? (r) — 0(2)(7“). (2.38)

Uktad réwnan (2.36), (2.38) na pare nieznanych funkeji h®(r), ¢®(r) nosi nazwe
przyblizenia Percusa-Yevicka. Dla uktadu twardych kul znane jest analityczne rozwigza-
nie ukladu réwnan (2.36), (2.38) podane przez Wertheima (1963). Pomimo, ze ogdlne
analityczne rozwiazanie dla jednorodnego ptynu hipersfer nie jest znane (znane sa rozwia-
zania tylko dla uktadéw o wymiarze nieparzystym), Baus i Colot w pracy [BC87] podali
bardzo dobre przyblizenie postaci bezposredniej funkcji korelacji dla jednorodnego ptynu
hipersfer o dowolnym wymiarze D. Ansatz Bausa-Colota stanowi nastepujacy postulat
skalowania (x = r/oyg, zob. dodatek B):

@ (r,n) = ¢(0,n) {1+ a® () wp(x/a(n) — 1]} 6(1 - x), (2.39)

gdzie: wp(x) := [dx'0(1/2 —2")0(1/2 — |x —x|)/ [ dx"0(1/2 — 2"), natomiast funkcja
skalujaca a(n) oraz wartoéé ¢®(0,n) wyznaczane sa z termodynamicznych tozsamosci:

0
~20,n)=1-p / dxc®(r,n) = 5-nZ(n). (2.40)
Funkcja skalujaca a(n) dla wartosci skrajnych zachowuje sie w prosty sposéb: a(0) = 2,
a(l) = 1. Dla innych argumentéw a(n) otrzymuje sie efektywnie poprzez numeryczne

rozwiazywanie rownania zawierajacego elementarne funkcje a(n) oraz 7.

2.4 Dyskusja metod przyblizania funkcjonatu gesto-
Sci

Dysponujac dobrym przyblizeniem na bezposrednia funkcje korelacji dla dowolnego p(r),
teoretycznie mozna by byto odtworzyé funkcjonal gestosci F..[p] takze dla dowolnego
p(r) (zob. catkowanie wzgledem gestosci w [Eva79]):

Foclpl = =571 /01 do(1 — «) /drldrgc@) [ap; 1, a]p(ry)p(rs). (2.41)

Dla ptynu jednorodnego o gestosci p mozna zdefiniowa¢ energie swobodna na jedna
czasteczke ¥(p):
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Odtworzenie ¥ (p), a stad Fe.c(p), wymaga znajomosci bezposredniej funkeji korelacji
wytacznie dla ptynu jednorodnego:

¥(p) == (2.42)

w(p) = —ﬁlp/o1 do(1l — «) /drc@)(ap, r). (2.43)

Przy catkowitym braku innych informacji funkcje 1 (p) mozna probowaé odtwarzaé
takze ze znajomosci réwnania stanu (zobacz np. dodatek B).

Dopoki zainteresowania nasze ograniczaja si¢ do opisu wytacznie termodynamiki jed-
norodnych faz ptynnych, dane do$wiadczalne odnosnie réwnania stanu, a takze przybli-
zenia typu Percusa-Yevicka badZ ansatzu Bausa-Colota daja wszystko, czego potrzeba.
Nic zatem dziwnego, ze teoria funkcjonatu gestosci dla cieczy i gazéw jest bardzo dobrze
rozwinieta. Az do polowy lat osiemdziesigtych nie byto wszakze wiadomo jak, cho¢by w
najbardziej przyblizony sposob, oblicza¢ funkcjonatl gestosci dla faz silnie niejednorodnych
takich jak na przyklad fazy stale. !

Dla faz stabo niejednorodnych dwie podstawowe metody perturbacyjnego obliczania
funkcjonatu gestosci znane byly juz w latach siedemdziesiatych. Metody te to: a) funkcjo-
nalne rozwiniecie Taylora wokoét gestosci éredniej, b) kwadratowe rozwiniecie gradientowe
w gestosci lokalnej. Dokladniejsze omowienie obu metod umiescitem w dodatku A (zob.
tez [Eva79]). Kazda sposréd tych dwoch metod perturbacyjnych opiera sie na odmiennych
zatozeniach odnosnie dopuszczalnych postaci niejednorodnogci gestosci lokalnej. Zadne
sposrod tych zatozen nie jest wszakze spetnione dla profili gestosci cahrakterystycznych
dla fazy krystaliczne;j.

Przyjrzyjmy sie najpierw funkcjonalnemu rozwinieciu Taylora wokét gestosci sredniej.
Rozwiniecie to ma postaé (A.8), gdzie role J[I'] i jego pochodnych funcjonalnych peini
F..c[p] 1 jego pochodne funkcjonalne, role T'(r) pehi p(r), zas role T.(r) =T, =T, pel-
ni gestosé $rednia p,,(r). Podstawowym zalozeniem wymaganym przy obcinaniu takiego
rozwiniecia jest matosé odchylen |p(r) — p,,(r)|. Warunek ten w sposéb oczywisty nie jest
speliony w ciele staltym. Lokalna gestosé¢ jednoczastkowa I'(r) w ciele statym zmienia sie
od prawie zera do kilkunastu gestosci srednich.

Kwadratowe rozwiniecie gradientowe w gestosci lokalnej ma posta¢ (A.15), gdzie tak
jak poprzednio role J[I'| i jego pochodnych funcjonalnych pelni Fi,.[p] i jego pochodne
funkcjonalne, za$ role I'(r) pelni gesto$¢ lokalna p(r). Podstawowym zalozeniem wyma-
ganym przy stosowaniu tego rozwiniecia jest wolnozmiennosé p(r) na odlegtosciach rzedu
zasiegu bezposredniej funkcji korelacji. Niestety, warunek ten takze nie jest spelniony w
ciele statym. W fazie statej gestos¢ zmienia sie¢ gwaltownie na dtugosciach rzedu poto-
wy zasiegu bezposredniej funkcji korelacji, co catkowicie wyklucza sensownos$é rozwiniecia
(A.15) w I'(r) = p(r).

Jasno wida¢, ze zastosowanie metod perturbacyjnych do wyznaczenia funkcjonatu ge-
stosci dla objetosciowej fazy krystalicznej nie ma sensu. Jedynym wyjéciem sg przybli-

'Wszelkie znane dotychczas przyblizenia (zaréwno perturbacyjne jak nieperturbacyjne) postaci funk-
cjonalu gestosci dla jakichkolwiek faz niejednorodnych (zaréwno silnie niejednorodnych jak stabo niejed-
norodnych) bazuja zawsze na jakim$ wykorzystaniu informacji o funkcjonale gestosci i jego pochodnych
funkcjonalnych (bezposredniej funkeji korelacji) dla faz jednorodnych. Informacje o termodynamice i
strukturze znane sg wzglednie dokladnie jedynie dla plynéw jednorodnych. Wobec sukcesow teorii funk-
cjonalu gestoéci, pytaniem nie jest to, czy informacje te moga byé¢ w jakikolwiek sposéb wartosciowe dla
uktadéw niejednorodnych, lecz to, jak najlepiej ekstrapolowaé te informacje na owe uktady.
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zenia nieperturbacyjne. W potowie lat osiemdziesiatych [Bau90] opracowane zostaty dwa
rodzaje takich przyblizen. Pierwszy rodzaj nosi nazwe przyblizen gestosci wazonej WDA
(weighted density approximation), drugi rodzaj to przyblizenia ptynu efektywnego ELA
(effective liquid approximation). Oprocz pierwotnych przyblizen WDA i ELA stosowane
sa takze liczne modyfikacje: MWDA, HWDA [LW93|, MELA. W nastepnym podrozdziale
oméwie pokrétee trzy: WDA (pierwotne), MWDA oraz MELA.

Kwadratowe rozwinigcie gradientowe, pomimo tego, ze samo jest nieuzyteczne do wy-
znaczania funkcjonatu gestosci dla faz krystalicznych, sprzegniete z prostymi metodami
nieperturbacyjnymi stanowi bardzo wygodne narzedzie do wyznaczania profili gestos¢ dla
powierzchni rozdziatu faz zaréwno pltynnych jak tez krystalicznych. Doktadniej zastoso-
wanie to omawiam w podrozdziale 2.7.

2.5 Przyblizenia nieperturbacyjne

Dlaczego niejednorodna faza krystaliczna w pewnych warunkach moze by¢ w ogole sta-
bilniejsza od jednorodnej fazy ptynnej? Na poziomie funkcjonatu gestosci stabilnosé fazy
krystalicznej réwnowazna jest temu, ze funkcjonal gestosci Q,[p] dla fazy niejednorod-
nej jest mniejszy niz dla fazy jednorodnej. Rozpatrzmy najprostsze mozliwe przyblizenie
funkcjonatu F,,.[p], tzw. przyblizenie gestosci lokalnej LDA (local density approximation):

Feaclpl & [ drp(r)i(p(r)) (2.44)

Wielkosé ¥(p) to po prostu nadwyzkowa energia swobodna na jedna czasteczke jed-
norodnego ptynu o gestosci p. Poniewaz w przyblizeniu gestosci lokalnej caty funkcjonalt
Q,[p] zalezy od gestosci wylacznie lokalnie, z twierdzenia wariacyjnego (2.21) wynika, ze
jedynym réwnowagowym profilem gestosci jest profil jednorodny po(r) = po.

Wida¢ zatem, ze rozsadne przyblizenie funkcjonatu gestosci musi by¢ silnie nielokal-
ne na odlegtosciach rzedu odlegtosci miedzyczasteczkowych w krysztale. Warto zwrécié
uwage, ze na odlegtosciach znacznie wiekszych idealne przyblizenie Fi,.[p| dla faz dowol-
nie niejednorodnych powinno by¢ lokalne, jesli chcemy pozosta¢ w zgodzie z ideg istnienia
granicy termodynamicznej. Nazwijmy ten warunek warunkiem asymptotycznej lokalnosci.
Najprostszym koncepcyjnie przyblizeniem spetiajacym obydwa te warunki jest przybli-
zenie, w ktérym jako argumentu ¢ (p) uzywa sie nie gestosci lokalnej, lecz gestosci wazonej:

Fucl ~ [ dro)o(p(r)), (2.45)
Ar) = / dr' p(r'yw[p; v, v'). (2.46)

Funkcja wagowa wlp;r,r'], najogélniej zalezaca funkcjonalnie od gestosci, powinna
mieé zasieg zblizony do zasiegu bezposredniej funkcji korelacji badZ réwnowaznie poten-
cjatu miedzyczasteczkowego. Jak wybra¢ wlasciwg postaé funkeji wagowej? Po pierwsze,
by wzér (2.45) mial wlasciwa granice dla ptynu jednorodnego, zada sie a priori spetnienia
warunku normalizacji:

/dr’w[,o; r,r'] =1 (2.47)

Ide¢ przyblizen gestosci wazonej wymyslit Tarazona, ktory w swoich pracach z 1985
roku [Oxt91], a takze pdzniejszych [MTN87] zaktadal, ze funkcja wagowa jest proporcjo-
nalna do funkcji Mayera f(r) := exp [—(3¢(r)] — 1:
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oon . J(r =1
wlp;r,r'] = Far o)

W powyzszym przyblizeniu funkcja wagowa nie zalezy w ogdle od gestosci. Pomimo
tego przyblizenie Tarazony daje rozsadne wyniki jakosciowe. W 1985 Curtin i Ashcroft
[CA85] znaczaco ulepszyli zgrubny ansatz (2.48) proponujac doskonate, aczkolwiek bar-
dzo trudne rachunkowo do praktycznej realizacji przyblizenie WDA (weighted density
approximation). W przyblizeniu tym funkcjonal gestosci zadany jest réwnaniem (2.45),
natomiast funkcja wagowa spetnia w(p;r,r'] := w(p(r), |r — r'|). Gestos¢ wazona zadana
jest zatem samozgodnym réwnaniem:

(2.48)

plr) = [ d'p(x)w(p(r), r - v')). (2.49)

Oprocz warunku samozgodnoéci naktada sie warunek, by w granicy gestosci jednorod-
nej odtworzona byta wladciwa postac¢ bezposredniej funkeji korelacji dla ptynu:

52Fe$0[p]
0p(r1)0p(re) | _oonst

Podsumowujac, przyblizenie WDA (pierwotne) polega zatem na koniunkcji warunkow
(2.45), (2.47), (2.49) oraz (2.50). Z zatozenr tych wynika, ze w(p;r) dane jest jako trans-
formata Fouriera rozwiazania w(p; k) rownania rézniczkowego w przestrzeni odwrotnej:

P (p, |y —1of) = - (2.50)

=371 (p, k) = 20/ (p) i (p, k)+
+ 200" ()’ (p, k) (p, k) + po” (p) @ (p, k).

Pierwotne przyblizenie WDA jest przyblizeniem bardzo pracochtonnym. Wymaga: a)
numerycznego rozwigzania réwnania (2.51), b) numerycznego przetransformowania funk-
cji wagowej do przestrzeni prostej, ¢) numerycznego rozwiazania réwnania (2.49) na ge-
sto$¢ wazona, d) numerycznego policzenia calki (2.45). Nic dziwnego, ze szybko zaczeto
poszukiwaé sposobéw uproszczenia WDA przy zachowaniu jego doktadnosci.

Bardzo wiele pracy mozna zaoszczedzi¢ rezygnujac z zatozenia o asymptotycznej lo-
kalnosci funkcjonatu F...[p|. Z zalozenia tego mozna zrezygnowaé, jezeli rozpatruje sie
wylgcznie profile gestosci, ktore sg jednorodne po usérednieniu przy pomocy funkcji wa-
gowych o zasiegu znacznie wiekszym od zasiegu bezposredniej funkcji korelacji. Oznacza
to, ze ograniczamy sie wytacznie do profili idealnie jednorodnych badz idealnie monokry-
stalicznych. Ktadzie sie wtedy [Bau90]:

(2.51)

Q

Fuclel & (p) [ drp(x), (2.52)

. Jdede'p(x)p(r)w(p, [r —r'])
p o= T arot . (2.53)

Przyblizenie MWDA sprowadza si¢ do koniunkeji (2.52), (2.47), (2.53) oraz (2.50).
Daje to proste rownanie na funkcje wagowa (const(p) — stata normalizacyjna):

—B71P (p,r) = 2¢/ (p)w(p, ) + const(p). (2.54)

Bardzo podobna strukture okazuje sie mieé¢ takze przyblizenie MELA (modified effec-
tive liquid approximation) [Bau90]. Zada si¢ w nim (2.52), (2.53) oraz:
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1 2
wipr) = o dall=a)cPlapr) (2.55)
[dr [y da(l — a)e® (ap, ')

Przyblizenie MELA nazywane jest przyblizeniem plynu efektywnego (o gestosci p),
poniewaz oryginalnie zostalo wyprowadzone z przyrownania do siebie trzech wyrazen:
a) literalnego, szukanego (2.41), b) (2.41) z gestosciami bez zmian, ale z bezposrednia
funkcja korelacji ¢® (ap,r) jak dla efektywnego ptynu, c) (2.41) z gestoéciami p oraz z
bezposrednig funkcja korelacji ¢ (ap, r) jak dla efektywnego plynu.

Jezeli chodzi o poréwnanie ze soba trzech przyblizen: WDA, MWDA i MELA, mozna
stwierdzi¢, ze: a) wszystkie trzy przyblizenia z doktadnoscig rzedu 5% przewiduja gestosci
wspoélistniejacego plynu oraz krysztatu twardych kul, b) najlepiej objetosciowa termody-
namike uktadu twardych kul odtwarza przyblizenie MELA, doktadnos$é¢ przyblizen WDA
i MWDA jest poréwnywalna (zob. [Bau90]).

W dodatku C przedstawiam samodzielnie zdefiniowane przyblizenie podwdjnej ge-
stodci wazonej, ktore stanowi pewne uproszczenie rachunkowe MWDA dla uktadow 2-
wymiarowych. Z uwagi na jego rachunkowa prostote, przyblizenia tego chcialem uzy¢ do
obliczen w rozdziale 3. W trakcie obliczen okazato si¢ wszakze, ze w nie asymptotycznie
lokalnych przyblizeniach typu MWDA dla twardych dyskéw faza stata nigdy nie jest na-
wet metastabilna. Zmusito mnie to do szybkiego wymyslenia innego sposobu upraszczenia
przyblizenia WDA — takiego, by faza stala bytaby stabilna w warunkach zblizonych do
warunkow opisywanych w innych pracach. Nowe przyblizenie szerzej omawiam w rozdziale
3 — tak samo, jak uzyskane przy jego pomocy wyniki.

2.6 Rozwiniecie w potencjale miedzyczasteczkowym

W rozdziale 1 pisalem o wzorze Barkera-Hendersona (1.4) na efektywna srednice twar-
dej sfery dla dowolnego potencjatlu odpychajaco-przyciagajacego. Zgodnosé tego wzoru
z doswiadczeniem, jezeli chodzi o lokalizacje na diagramie fazowym przejscia fazowego
pomiedzy fazg ciekly a stala uktadu Lennarda-Jonesa, sugeruje by rzeczywisty potencjal
miedzyczasteczkowy ¢(r) potraktowaé jako mata perturbacje potencjatu twardych kul
¢rs(r) o promieniu zadanym przez (1.4). Jezeli zatozy sie, ze oddziatywania miedzycza-
steczkowe w uktadzie sa opisywane przez skalarny potencjal oddziatywania dwuczastecz-
kowego ¢(rq,r2) = ¢(r), gdzie r = |r; — ra|, wtedy hamiltonian wewnetrzny bedzie mial
postac:

N i—1

Hy =3 B+ 323 ol ). (2.56)

i=1j=1

7 powyzszego wynika, ze:

%€ [p| 9]
5¢(r17 I‘2)
7, doktadnoscig do liniowych cztonéw funkcjonalnego rozwiniecia Taylora funkcjonatu

Q,lpl w o(r) — ¢us(r) (zob. (A.8)):

= p®@[p;r1, 12| 0. (2.57)

Qu[plo] ~ Q[pldns]+

2.58
+ %/dhdrzpm [p; 11, 12| dms] [H(r1 — 12|) — dms(|rr — 12])] . (2:5%)
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Dla uktadu twardych hipersfer gestosé dwuczastkowa spetnia oczywisty warunek: p (1) =
0dlar < ogg. % Jezeli we wzorze (2.58) pominie sie korelacje gestodci dla r > opg, otrzy-
ma sie proste przyblizenie na wktad przyciagajacej czesci potencjatu ¢(r) do funkcjonatu
gestosci:

Qu[ple] ~ Q[pldrs|+

2.59
+ % /drldrzp(rl)l)(r2)¢(|r1 —12))0(|r1 —12[ —0), &(0) =0. (2:59)

Scigle rzecz biorae, zgodnie z moim stownym opisem w powyzszym wzorze zamiast
O(|ry — ro| — o) powinno staé¢ 0(|r; — ro| — opg). Sadze wszakze, ze ta niewielka zmiana,
motywowana uproszczeniami rachunkowymi, moze pogarsza¢ wyniki znacznie mniej niz
samo brutalne pominiecie korelacji gestosé-gestos¢ dla r > ogg w tym samym wzorze.

2.7 Powierzchnie rozdziatu faz

Jak sparametryzowaé gestos¢ tak, by teorie funkcjonatu gestosci mozna byto zastosowaé
do opisu termodynamiki powierzchni rozdziatu faz? Do badania nieskonczonych faz ob-
jetosciowych uzywa sie zwykle modelu gausjanéw (2.24). Model ten latwo przystosowaé
do opisu np. topnienia powierzchniowego uzalezniajac w nim wartosci wszystkich para-
metréw ' oprécz statej sieci a od wspotrzednej z prostopadtej do powierzchni rozdziatu
faz:

ol T] = p(2) [@] "

Veew »_ exp [—04|r/a - Xz‘ﬂ : (2.60)

Xi

W takim ujeciu I'(2) = {pn(2), @(2)} nie sa zmiennymi lecz funkcjami. * Twierdzenie
wariacyjne trzeba zatem zapisaé¢ nie w formie (2.23), ale jako:

382, [p[L]]

5C) = 0. (2.61)

I'(2)=Io(z)

Dla niejednorodnych rozkladéw parametréow I'(z) # const do twierdzenia (2.61) moz-
na wstawiaé tylko takie przyblizenia funkcjonatu Q,[p], ktére sa asymptotycznie lokalne
(zob. uwagi o asymptotycznej lokalnosci w podrozdziale 2.5). Oznacza to, ze mozemy
zastosowaé albo WDA pierwotne, albo synteze ktoérego$ z nielokalnych przyblizen np.
MWDA/MELA z rozwinieciem gradientowym nie w gestosci p(r), lecz w parametrach
['(z). W obu podejsciach dostaje sie sensowne przyblizenia funkcjonatu gestosci, ktére
sg asymptotycznie lokalne. Pierwsze podejscie, czyli zastosowanie pierwotnego WDA jest
obliczeniowo na tyle skomplikowane, ze nikt z tej metody nie korzysta. Podejscie drugie
za$ daje sie efektywnie zrealizowaé¢ [LBW89, OLWO91].

2W przyblizeniu Percusa-Yevicka bezpoérednia funkcja korelacji dla tego samego uktadu spelnia wa-
runek odwrotny: ¢®(r) = 0 dla r > ops.

3W otoczeniu powierzchni rozdziatu faz globalne wartoéci érednie parametréw uporzadkowania nie
sa dobrze okre$lone — po obu stronach powierzchni rozdziatu daza one do réznych wartosci. Powoduje
to, ze do opisu powierzchni rozdziatu faz nie nadaja sie takie metody perturbacyjne, jak funkcjonalne
rozwinigcie Taylora woké! pojedynczej globalnej wartosci $redniej (zob. uwagi po (A.8)).
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Na czym polega synteza nielokalnych przyblizen typu MWDA/MELA 7z rozwinieciem
gradientowym? Jak pisalem w podrozdziale 2.4, lokalna gestosé p(r) w krysztale jest pa-
rametrem zbyt szybkozmiennym, by w niej dokonywaé¢ rozwiniecia gradientowego. Mozna
natomiast dokona¢ rozwiniecia gradientowego funkcjonatu gestosci w parametrach I'(z) z
modelu (2.60). 4

['(z) zaleza tylko od jednej wspoétrzednej, zatem rozwiniecie ,[p[I']] w I'(z) bedzie
wygladalo tak jak rozwiniecie (A.15) z D = 1. Poniewaz Wstze wyrazy sg trudne do po-
liczenia, rozwinigcie gradientowe obcina sie na wyrazie | |2 W rezultacie do wyznaczenia
funkcjonatu gestosdci dla powierzchni rozdziatu faz Wystarczy zna¢ funkcjonal gestosci i
jego druga pochodna po I'(z) wylacznie dla statych I'(z) = T'. Te za$ wielkosci mozna
bezpiecznie policzy¢ przy pomocy MWDA /MELA. Liczenie Q,(T) := Q,[p(I")] w ramach
MWDA/MELA omawialem w podrozdziale 2.5. Przy liczeniu drugiej pochodnej trzeba
dodatkowo troszke uwaza¢. Niech: r = (R, z). Wtedy:

520, (T)
5P(21)5F ZQ

520, ()"t 9p(ry,T) Dp(rs, T)
5p(r1)5p(r2) or or ’

Zgodnie z wymogami rozwiniecia gradientowego wartosci pochodnej funkcjonalnej
62Q,(T) /0T (21)d0T (29) oraz bezposredniej funkeji korelacji 62€2,(T")/dp(r1)dp(r1) powin-
ny zaleze¢ od r = |r; — ro| i dazy¢ do zera dla r — oco. Bezposrednia funkcja korelacji dla
niejednorodnego profilu gestosci w przyblizeniu MWDA /MELA nie ma tej wlasnosci, a
naprawienie feleru polega na opuszczeniu w 62, (') /dp(r1)dp(r;) wszystkich sktadnikéw,
ktére nie zaleza od r (zob. [OLW91]). Operacje te symbolizuje napis ”short” we wzo-
rze (2.62). Ostatecznie funkcjonat gestodci dla powierzchni rozdziatu faz przybiera postac

(S = [dR, L= [dz, Q] :=Q,p[l]], I' = L):

0z

/ dR,dR. (2.62)

Q*f] _ / dz {w(r)—igﬂr‘jr‘k, (2.63)
wl) = st) (2.64)
2 02Q, (D)% Dp(ry,T) Op(rs, T)
gn(D) = o7 / drudry (= )5 S o (2.65)

W powyzszym wzorze oznaczytem I' = {I';} i zastosowalem konwencje sumacyjng.

Zasada wariacyjna (2.61) zastosowana do (2.63) prowadzi do réwnan Eulera-Lagrange’a
[OLWO1]:

Ow
]FF o =0 (2.66)

1 . [1ogs 10,
- ZFZ - 7 ()
gduti [2 ar, — 4or,

Poniewaz w powyzszych réwnaniach Q[T'] mozna zinterpretowaé jako dzialanie, z jako
czas, I'(z) jako trajektorie fikcyjnej czastki, a w(I') jako potencjal dziatajacy na te czastke,
przyjelo sie nazywaé wielko$¢ ¢;x(I") tensorem masy.

W fazie stalej parametr uporzadkowania I'(r) := p(r) zmienia si¢ gwaltownie na dtugosciach rzedu
polowy zasiegu bezposredniej funkeji korelacji, co catkowicie wyklucza sensowno$¢ rozwiniecia (A.15). Na
powierzchniach rozdzialu faz, nawet na powierzchniach faz krystalicznych, parametry uporzadkowania
I'(2) := {pm(2), a(z)} zmieniajg si¢ na dlugosciach rzedu od kilku do kilkunastu zasiggdw bezposredniej
funkcji korelacji, co jeszcze zapewnia rozwinieciu gradientowemu jakas sensownosc.
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Wyznaczenie réwnowagowego profilu gestosci I'(z) dla powierzchni rozdziatu faz polega
na rozwigzaniu uktadu réwnan (2.66) z warunkami brzegowymi I'(2) — I'1, 2 — —o0 oraz
I'(z) —» I'y, 2 — o0, gdzie I'1, 'y — parametry uporzadkowania dla dwbch stabilnych
wspotistniejacych faz, speliajace:

dwlp(l')]
or

_ Owp(l)]

I'=I>

I'=Iy

Réwnania Eulera-Lagrange’a (2.66) z zadanymi warunkami poczatkowymi i koncowy-
mi rozwiazuje sie numerycznie metoda strzelania.

Przedstawione powyzej wyprowadzenie postaci funkcjonatu gestosci oraz réwnan Eulera-
Lagrange’a jest poprawne jedynie dla krotkozasiegowego potencjatu oddziatywania mie-
dzyczasteczkowego, tzn. znikajacego wyktadniczo. Jezeli potencjal oddziatywania znika
algebraicznie (np. potencjatl Lennarda-Jonesa), w funkcjonale gestosci nie mozna pomi-
na¢ nie tylko zaleznosci od pochodnych przestrzennych f(z), jak przypadku krotkoza-
siegowym, ale takze nie mozna pominaé¢ zaleznosci od dlugozasiegowego oddziatywania
miedzyczasteczkowego pomiedzy I'(z) i I'(2'). Jezeli uwzgledni sie takze te dtugozasiego-
wa zalezno$é, réwnania Eulera-Lagrange’a stajg sie rOwnaniami rézniczkowo-catkowymi
(z pamiecia). Nieuwzglednienie zaleznosci dtugozasiegowej, nawet jezeli w miare doktad-
nie policzy sie dla potencjatu algebraicznego masy g;i(I') ze wzoru (2.65), powoduje ze w
otrzymanych rozwiazaniach grubosé quasi-cieczy zachowuje jak (1.9). Jest to wynik wla-
Sciwy dla potencjaléow krétkozasiegowych i sprzeczny z doswiadczeniami dla potencjatow
algebraicznych. Jezeli wszakze uwzglednié sprzezenie pomiedzy ['(2) i I'(2'), grubosé quasi-
cieczy w rozwiazaniach bedzie spelia¢ wtasciwa zaleznosé (1.8). Oméwienie wymaganych
modyfikacji przyblizen funkcjonatu gestosci oraz uzyskanych rozwigzan dla potencjatow
algebraicznych zawarte jest w pracy [OLW91].
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Rozdziat 3

Obliczenia 1 wyniki

3.1 Uwagi wstepne

Rozdzial ten poswiecony jest wyznaczeniu diagramu fazowego dla monowarstwy substan-
cji o czasteczkach sferycznie symetrycznych (np. gazu szlachetnego) zaadsorbowanej na
podtozu krystalicznym tworzacym sie¢ szesciokatna (np. na graficie). Do wyznaczenia dia-
gramu fazowego postugiwac sie bede przyblizonymi metodami teorii funkcjonatu gestosci,
ktore omowitem w rozdziale 2.

Zaktadam, ze uktad, jaki stanowi zaadsorbowana monowarstwa, mozna potraktowaé
jako uklad dwuwymiarowy z hamiltonianem Hy zadanym wzorem (2.1). Zakladam, ze
hamiltonian wewnetrzny HY¥ ma postaé (2.56), gdzie ¢(r) = ¢rs(r) jest potencjatem
Lennarda-Jonesa danym przez (1.1). Hamiltonian zewnetrzny H 5" ma postaé (2.2), gdzie
potencjal zewnetrzny V. (r) opisuje oddzialywanie pomiedzy krystalicznym substratem
a pojedyncza czasteczka adsorbatu.

Diagram fazowy dla monowarstwy twardych dyskow na podtozu krystalicznym o sieci
tréjkatnej, uktadu bardzo podobnego do rozpatrywanego przeze mnie, zostat policzony w
ramach teorii funkcjonalu gestosci przez Mederosa, Tarazone i Navascuésa w 1987 roku
[MTN87].

Pomimo tego, ze przejrzalem stosunkowo duzo prac dotyczacych zastosowan teorii
funkcjonatu gestosci, we wszystkich tych pracach przedstawianie sposobéw przyblizonego
obliczania funkcjonatu konczyto si¢ na poziomie ogdlnosci mojego rozdziatu 2. W rezul-
tacie znaczng cze$¢ technologii efektywnego liczenia funkcjonalu musialem wymyéli¢ na
nowo sam dla siebie. Odtworzenie tej technologii sposrod wszystkich czynnosci zwiazanych
7z pisaniem pracy zajeto mi najwiecej czasu i szkoda, ze byto to wywazanie otwartych drzwi.
7 caly pewnoscig wartosci roznych catek potrzebne do wyznaczenia funkcjonatu mozna by-
toby oszacowac¢ doktadniej. W sytuacji, gdy na oslep poszukiwatem wtasciwych sposobow
przyblizania funkcjonatu gestosci, postawitem sobie za priorytet maksymalne uproszczenie
metod i skrdcenie czasu liczenia, nawet kosztem pewnych niedoktadnosci. Ostatecznie po
przygotowaniu wszystkich potrzebnych narzedzi, opisane w dalszych czeSciach rozdziatu
obliczenia numeryczne potrzebne do wyprodukowania od podstaw w miare rozsadnych
diagramow fazowych zajmujg sprawnemu komputerowi domowemu okoto godziny.

3.2 Model gestosci i potencjalu zewnetrznego

Dla podloza grafitowego uogdlniony potencjatl zewnetrzny u(r) = p — Vepy(r) ma syme-
trie sieci szesciokatnej. Doktadny jego przebieg i amplituda w elementarnej komorce sieci
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prostej grafitu nie sa jednak znane.

Jako model sieci niewspotmiernej fazy krystalicznej najczesciej przyjmuje sie sie¢ o
najgestszym upakowaniu, poniewaz przewaznie ten typ sieci okazuje sie by¢ najstabilniej-
szy. Dla uktadéw dwuwymiarowych najgestszym upakowaniem cechuje sie sie¢ trojkatna.
Poniewaz zatozytem, ze identyczny typ sieci cechuje potencjal zewnetrzny (sieci tréjkatna
i szesciokatna sa dualne), zar6wno potencjal zewnetrzny, fazy wspéhmierne oraz fazy nie-
wsp6tmierne mozna prébowaé parametryzowaé jednolitym modelem typu (2.24) dla sieci
trojkatne;j.

Zakladam, ze dobrym modelem potencjatu u(r) oraz gestosci lokalnej p(r) moze byé
nastepujacy model u(r; fim, fe, Gy, €u) 1 (X5 Pms Pes Qp, €,), Nawigzujacy do modelu gausja-
now (2.24):

U(T; [y Hes Qs €0) = fimGm (T /@) + peGe(T/au, €u), (3.1)
p(r; Pm; Pe; Qp, 5p) - pmgm(r/ap) + pcgc(r/ap, gp)a (3'2)

gdzie a,, a, > a, — stale sieci podloza i monowarstwy, natomiast:

gm(x) = 1, (3.3)

ge(x,6) = éZexp [—oz|x — xiﬂ — 1. (3.4)

W powyzszym modelu: €, o — bezwymiarowe parametry rozmycia gausjanéw powiag-
zane tozsamoscia:

, (3.5)

1 7TD/2
e = H

‘/cell
D — wymiar uktadu, x; — wezty znormalizowanej regularnej sieci krystalicznej (o stalej
sieci réwnej 1), Vi — objetosé elementarnej komorki sieci znormalizowanej. Zaktadam,
ze jeden z weztow znajduje si¢ w poczatku uktadu wspélrzednych: 4; x; = 0. W tym
rozdziale przyjmuje, ze D = 2, natomiast X; tworza sie¢ trojkatng. Wtedy Viey = v/3/2.
Ze wzgledu na dodatnie okreslenie gestosci dla matych e, obowigzuje warunek:

o

P Z Pe- (3.6)

Dla matych ¢, gestos¢ p(r; pm, pe, ap, €,) mozna zinterpretowaé jako sume gestosci ply-
nu o gestosci $redniej p; := p,, — p. oraz gestosci krysztatu o gestosei $redniej p.. Wielkosé
Pm Ma interpretacje sumarycznej gestosci sredniej.

Model (3.2) rézni si¢ od modelu (2.24) wprowadzeniem dodatkowego parametru p..
Motywacja tego pozornego skomplikowania byty dla mnie znaczne uproszczenia rachun-
kowe, do jakich prowadzi wprowadzenie parametryzacji typu (3.2). Nieskonczone sumy
gausjanéw pojawiajace sie we wzorach (2.24), (3.4) teoretycznie mozna sprowadzi¢ do
jakiej$ kombinacji funkcji eliptycznych, wszakze dla dowolnego ¢, potrzebna catka energii
swobodnej gazu doskonatego Figeq[p] (2.31) nie daje sie tatwo policzyé, nawet w przyblize-
niu, ani w przestrzeni prostej, ani w przestrzeni odwrotnej. Proste i doskonate przyblizenie
tej catki dla (2.24), ale tylko dla dostatecznie matych ¢,, uzyskuje sie przy zatozeniu, ze
gausjany praktycznie sie nie przekrywaja (jest to spetnione wylacznie dla silnie niejedno-
rodnych faz krystalicznych). Dostatecznie dobry warunek przyblizonego nieprzekrywania
sie gausjanéw ma postaé (os — odchylenie standardowe gausjanéw):
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60y < a, gdzie 02, = a*/2a. (3.7)

Réwnowaznie:

201.. (3.8)
174.. (3.9)

dla sieci trojkatne;j:

dla sieci kwadratowej:

Bardzo dobre analityczne przyblizenie Fjigeq[p] istnieje rowniez, jezeli zalozy sie, ze
gestos¢ ma posta¢ wypuklej kombinacji liniowej gestosci ptynu oraz gestosci silnie nie-
jednorodnego krysztatu, doktadnie takiej kombinacji jak (3.2) z dostatecznie matym ¢,,.
Przy powyzszym przyblizeniu tatwo mozna policzyé takze inne cztony funkcjonatu Q,[p].
Uzycie modelu (3.2) pozwala takze wzglednie tatwo i rozsadnie opisywaé powierzchnie roz-
dziatu dowolnej fazy krystalicznej oraz dowolnej fazy ptynnej, jezeli dokona sie uzmien-
nienia tylko dwoch parametréw: p,, = pm(2), pc = pc(2) (zob. przejscie od (2.24) do
(2.60)). Uboczna zaleta tej parametryzacji jest diagonalizowanie sie tensora mas (2.65)
dlaT'(2) = {pm(2), pc(2)}, poniewaz g,,(x) 1 g.(x) nie maja wspélnych niezerowych wspot-
czynnikow fourierowskich.

Uwaga! Przez V oznaczam dwuwymiarows objetosé¢ uktadu, czyli jego catkowity po-
wierzchnie:

V= /dr. (3.10)

3.3 Calka z potencjalem zewnetrznym

Jak dla parametryzacji (3.1), (3.2) policzy¢ catke — [drp(r)u(r)/V pojawiajaca sie we
wzorze (2.28)7 Poniewaz g,,(X) i g.(X) nie maja wspdlnych niezerowych wspétezynnikow
fourierowskich, otrzymuje sie:

1
_V/drp(r;pm7p67a’p78P)u<r;um7MCuau78U) =
(3.11)

1
= —Pmlm — pcﬂcv /drgc(r/apv Ep)QC(r/am Eu)-

Jezeli zaréwno sie¢ podtoza jak tez sie¢ monowarstwy sg sieciami trojkatnymi, warunek
wsp6tmiernosci obu sieci (dla fazy n x n) ma postac:

=2 = K2+ kiky + K, gdve ki, ks € Z. (3.12)

Ay

Dla wygody definiuje:

| 1, n speknia (3.12),
comm(n) := { 0, n nie spetnia (3.12). (3.13)
Wtedy:
1
v /drgc(r/ap,ep)gc(r/au,eu) = ¢.(0,ecf7)comm(n), (3.14)
Eepf = [ani/D+s§/D]D/2. (3.15)
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O przestrzennym przebiegu rzeczywistego potencjatu u(r) niewiele wiadomo. W tej sy-
tuacji nie ma sensu rozwazaé zbyt skomplikowanej, wieloparametrowej postaci w(r; fiy,, fhe, Gy, €x)-
Prawdopodobnie podtoze nie wptywa szczegélnie silnie na stopien rozmycia gausjanow e,,.
Mozna szacowaé, ze 0.2 > €, > ¢,. Przy takim zalozeniu wzér (3.14) dla matych n przy-
biera bardzo wygodng postac, niezalezng od ¢,

%/drgc(r/ap,ep)gc(r/au,()) R~ [i — 1] comm(n). (3.16)

Eu
Wzér (3.16) jest dobry tylko dla matych n, wszakze stabilno$¢ faz wspéimiernych
takze zmniejsza sie ze wzrostem n. Nie ma potrzeby martwic¢ sie na zapas o zaleznosé
catki gestosci z potencjatem od e,,.

3.4 Wartosci fizyczne i parametry bezwymiarowe

W rozpatrywanym modelu monowarstwy, wygodne jest przyjecie 5 i oy za jednosci. W
dobrym przyblizeniu stan uktadu z doktadnoscia do jednostek zadaja cztery bezwymia-
rowe parametry €rs, fim, €4, Gy dane przez:

Ery = Bers,  fim = Bpm — log(A\" /o7}),

- N 3.17
enfry = Purc(l/e, — 1), ay:=ayfoLy. ( )

Parametr £1; jest odwrotnie proporcjonalny do temperatury uktadu, parametr ¢,
okresla stosunek sity przyciagania przez wezty sieci podtoza do sity przyciggania pomiedzy
czasteczkami monowarstwy.

Bezwymiarowymi parametrami gestosci probnej sg takze cztery zmienne p,,, pc, €,, a4,
dane przez:

Pm = PmOLys  Pe = PeOry, Ep Gy i=a,/0L;. (3.18)

Dla rzeczywistych substancji warto$ci parametréw a,, o, €5 przedstawiaja sie na-
stepujaco [Atk94], [Lid91], [DP8&6]: *

adm* = /3.0.246nm = 0.426nm  (dualna sie¢ tréjkatna),
ULJ—0279nm eY¢/kp = 35.7K,
oMt = 0.3420m, e /kp = 124K, (3.19)
oK = 0.370nm, X7 /kp = 170K,
oXe = 0.406nm, X% ky = 220K.

Wartosci bezwymiarowe stalych sieci podioza dla uktadéw gaz szlachetny + grafit
wynosza zatem odpowiednio:

ae =1.527, alm=1.246, af"=1.150, a°=1.049. (3.20)

u

Wartosci stosunkéw e, dla uktadéw rzeczywistych nie znalaztem w literaturze.

'Wartosci Uff oraz ¥ 7 /kp dla kryptonu odtworzylem przy wykorzystaniu wartosci powyzszych para-
metréw dla innych gazéw szlachetnych podanych w [Atk94] oraz tabeli ci$nien i temperatur krytycznych
dla wszystkich gazéw szlachetnych zawartej w [DP86].
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3.5 Funkcjonal gestosci gazu doskonalego

Dla p(r) = p(X; pm; Pes Gp,€p)s W(T) = U(T; fln, fle, Qo €y) zdefiniowanych wzorami (3.2)
oraz (3. 1) Wprowadzam bezwymiarowy intensywny funkcjonat gestosci gazu doskonatego
Qideal (Pms Pes Cps €p3 ELT s foms €y Gy) OTaz odpowiednia energie swobodna fzdea,l (Pms Pes €p):

- . e s . ~ N L 5‘731
wideal(ﬂm;pmapugpngJuumag,uaau) T % zdeal dr/) (3 21)

= fz’deal(ﬁma ﬁca EP) - ﬁm/]m - ﬁcg,uéLJcomm(ap/au)-

Jezeli spetniony jest warunek (3.7), mozna zatozy¢, ze w kazdej komérce sieci prostej
znajduje sie dokladnie jeden gausjan. Wtedy zgodnie z (2.31) niezaleznie od wymiaru
uktadu i typu sieci krystalicznej mozna przyblizy¢:

fldeal<pm7pc7gp = /drp r)or; [log(p( r)or;) — 1} —pm + prlog pi+

. ;. G (3.22)
+ /dX Kﬁl + —e ) log (ﬁl + —e " ) — pilog ﬁz] :
‘/cell 8p gp

gdzie gestos¢ ptynu p; := p,, —pe. Dla uktadu dwuwymiarowego ﬁ'deaz(ﬁm, Pe; €p) MOZNA
wyznaczy¢ korzystajac z catki:

/Oo {(a + be ®) log(a + be™™) — alog a} dx =
0

; (3.23)
=—b+ (a+b)log(a+b) —aloga — aLi, <——> :
a
gdzie dilogarytm Liy(7) jest zdefiniowany jako: 2
, = log(1l —t) > ok , w2

Po uporzadkowaniu, dla uktadu dwuwwymiarowego o dowolnej sieci krystalicznej:

fhomog (ﬁm) fgauss(ﬁca gp)
fideat(Pm; Pes 5p) X P [10g(pm) — 1]+ pe [log(1/€p) — 1]+
De - Om — Pe 3.28
+ ﬁmsmim <ﬁp_> + pcsinter (M)y ( )

m p

fmzx(ﬁma ﬁc) finter (mea ﬁca gp)

2 Asymptotyczne zachowanie Liz(z) dla 2 — —oo oraz & — 1 okredlaja wlasnodci:

2
1
Lis(—) + Lis(—1/z) + % +5log%c = 0, (3.24)
2
Lis(z) + Liz(1 — z) — % +logzlog(l—2) = O, (3.25)
1
Lig(z) 4+ Lig(z/(1 — x)) + 3 log’(1—xz) = 0. (3.26)

Wiecej informacji odnosnie wlasnosci dilogarytmu mozna znalezé np. w [AAR99].
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Smiz(z) = (1 —x)log(l —z)+ xlogz, (3.29)
Sinter() == (1+2)log(l + ) —xlogx — x Liy {—l] : (3.30)

x
Interpretacja poszczegdlnych cztonéw przyblizenia (3.28) jest nastepujaca. Dla p. = 0,
jak nalezy, otrzymuje sie:

]Egauss<07 5p) = fmzx(ﬁma 0) = finter(ﬁma 07 €p> = 07 (331)

a jedynym niezerowym cztonem jest fhomog(ﬁm) — energia swobodna jednorodnego
ptynu. Dla p. = p,,, takze jak trzeba:

fmia}(ﬁma ﬁm) = finter(ﬁma ﬁma gp) = 07 (332)

gdyz fhomog (Pm) + fgauss (Pm, €,) to energia swobodna dla nie przekrywajacych sie gau-
sjanéw bez ptynu (p; = 0).

Interesujace jest to, co dzieje si¢ dla 0 < p. < p,. Poniewaz funkcja z — xlogx
jest Scidle wypukta, dla ustalonego p,, funkcjonal Fjg.q,[p] takze jest SciSle wypukty. Stad
funkcja .fideal(ﬁma pe; €p) musi by¢ rosnaca oraz cidle wypukla funkcja pge:

8;6@ 2’;601
ff Lo, 5de !
9p. op;

>0 (3.33)

Czy warunek ten spelnia przyblizenie (3.28)7 Najgrubsze przyblizenie, suma fhomog(ﬁm)Jr
fgauss(ﬁc, €,) jest rosnaca oraz wypukla jako liniowa funkcja p., ale nie jest cisle wypukta.
Dodanie nastepnej poprawki: fmix(ﬁm, pe), sprawia ze przyblizenie staje sie $cisle wypukte,
ale przestaje by¢ monotonicznie rosngce. Poprawka fmm(ﬁm, pe) ma prosta postaé: jest to
entropia podziatu "odcinka” o dtugosci p,, na ”odcinki” o dtugosci p; oraz p..

Dodanie ostatniej, najmniejszej poprawki: fimer(ﬁm, Pes €p), dla malych €, zdaje sie
catkowicie likwidowa¢ zaréowno brak sScistej wypuktosci oraz monotonicznosci. W szcze-
gélnosci dla matych p./p,, przyblizenie (3.28) jest funkcja analityczna:

fideal(ﬁma ﬁcagp) ~ fhomog(ﬁm) + (_1 + QL){)—C + .. (334)
€y Pm

i jest monotonicznie rosngce oraz scisle wypukle juz dla €, < % Dla ¢, speiniajgcego

warunek (3.7) na wykresach przyblizenie (3.28) pozornie wyglada na funkcje monoto-

nicznie rosnaca i $cisle wypukla na calym przedziale p. € [0, p,,,]. Dokladniejsza analiza

przebiegu wskazuje wszakze, ze w otoczeniu p. = p,, przyblizenie to maleje nieanalitycz-

nie. Efektywny spadek wartosci (3.28) w otoczeniu p. = p,, jest jednak niewielki, gdyz
dla e, = 0 zachodzi:

finter(ﬁma ,507 O) = 0. (335)

Wydaje sie¢ zatem, ze przyblizenie (3.28) dla (3.7) mozna stosowaé¢ do wyznaczania
funkcjonatu gestosci faz objeto$ciowych bez popetniania powazniejszego btedu.
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3.6 Sploty z funkcjami sferycznie symetrycznymi
Aby policzy¢ efektywnie funkcjonal gestosci Q,[p] dla zadanego p(r), nalezy miedzy innymi
umieé liczyé sploty typu [drdr’'p(r)H(|r — v'|)p(r)/V, gdzie H(r) reprezentuje pewne

znane sferycznie symetryczne funkcje. Sploty tego typu pojawiaja sie np. we wzorach
(2.53), (2.59), a dla parametryzacji (3.2) takze w (2.65). Wygodnie jest zdefiniowaé gestosé

spleciona peo, (r):

Peon(T) = %/dr'p(r’)p(r'—i—r), (3.36)
Hepn = % / drdr'p(r) H(|r — v'|)p(r) = / At peon (t) H (7). (3.37)

W roli funkcji H(r) wystepuja odpowiednio przeskalowane (C.13), (C.14), (D.1):

2

I'(r) = WZHS wy (1), (3.38)
2
I*(r) = WZHS ws (1), (3.39)
1 r
I’(r) = r)f(— —1 3.40
() = o= =1 (340
oraz:

Q'(r) :==1I"(r). (3.41)

Dla parametryzacji typu (3.2):
pcon(r; Pm;s Pe; a’P’ ep) = pfngm(r/ap) + pggc(r/ap’ 250)7 (342)

poniewaz ¢,,(x) i g.(x) nie maja wspélnych niezerowych wspoétczynnikow fourierow-
skich, a w r = 0 wedtug mojego zalozenia znajduje sie wezet sieci.
Dalej rozpisuje i definiuje:

Hcon(ﬂma pm ap7 €p> = panm _'_ ng6<a’p7 8p)7 (343)
H, = / drH (r), (3.44)
1
H.(a,,e,) = 5 [Hzer(ap,Qgp) + Z Htm(ap,Qgp,xi)] - H,, (3.45)
p x;7#0
H.er(ap, €p) = /dr exp [—ozp(r/ap)ﬂ H(r), (3.46)
Hiyolap,ep,2) = /dr exp [—ozp|r/ap — Xﬂ H(r). (3.47)

Calki typu H,, i H,.,(a,,¢,) jako catki funkeji sferycznie symetrycznych policzy¢ moz-
na tatwo. Catka Hy,(a,,¢c), x;) jest znacznie trudniejsza do Scistego wyznaczenia. Dla
spetnionego warunku (3.7), czyli kiedy gausjany sa silnie skupione, optaca sie przyblizy¢:
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7Ta2

(D-1/2
Hyola,, €y, ) & (—p> /0 dr exp [—ap(r/ap — :L‘)Q] H(r). (3.48)

Qp

Powyzsze przyblizenie jest dozwolone wytacznie dla x > 1.
Korzystajac z przyblizenia (3.48) otrzymuje nastepujace wyrazenia dla funkcji 11(r) i
Q(r) oraz I*(r) i Q*(r):

L = Zo—zs, (3.49)
Qn = Zohs (3.50)
Polapz) = 5 2P O)hs, (351)
Qlulpy) = - 20F(O)hs (352
1
Trlanzns) = 1Y@k (3.53)
Qhalanzn®) = TP @k, (354
2 o= %03{5, (3.55)
Q, = ;—Oaés, (3.56)
Polapz) = 5 2m[F{0) = F(0)] o, (3.57)
p5) = 52 [FY(0) — FH(0)] ohs. (359)
Boamepn) = 2YI[FG@) - F'@) b, (359
2Va
1
Qialanzns) = 397 [F0) - F@)] b, (3.60)
gdzie:
o % . s
I= xa;s, a =, 2 (3.61)
F'%z) = G°), (3.62)
FY(2) = GY@)+iG"%), (3.63)
F%(3) = £G1(£)+G2(§:)+[ — + 7| G°(7), (3.64)
1+ ai? 147 37
F3(7) = *22” G\(#) ;xGQ(fw{%ﬂﬂ G(), (3.65)
3 3
FY0) = [%H} G2(0)+@GO(0), (3.66)



Gz) = 2\/\/7_% (erf [\/ai} + erf [\/5(1 — i)D : (3.67)
GN7) = % (exp |[—aa?| — exp [~a(1 - #)?]) (3.68)
G*(z) = —% exp [—d(l — 57)2} : (3.69)

Dla funkeji 19(r) i Q?(r) oraz I*(r) i Q*(r) korzystajac z przyblizenia (3.48) otrzymuje:

I, = _3%0%]7 (3.70)

&G = 2ot (371)

I(ap,2p) = - 2m[A(b1,0) = Ao, 0)] 07, (3.72)

Qhurlapzy) = 527 [B(br,0) = B(by,0)] o}, (3.73)

IPo(ay,epz) = %%[A(bg,f)_/x(b4,:z)]aij, (3.74)

Qhalapzn) = FYZ[B(n3) - Bw )]0l (3.75)

gdzie:
Fo=zr o?::a,,ig’, (3.76)
orLJ a;

A(b, %) = VT exp lb(1 + % — :7;)1 [1 —erf l\/é(l + % - :c)H : (3.77)
B(b, &) = —% exp |—a(1 — #)°| + [% + (% - f)ﬂ A(b, 7). (3.78)

Uwaga! Do wyznaczenia I{, oraz Q4. zamiast ¢, (r) w (3.40) uzywam ¢z (r) danego
przez (D.4), a do wyznaczenia %, oraz Q%,,. zamiast ¢r;(r) uzywam ¢yy(r) danego przez
(D.3).

Uzywane przeze mnie funkcje I'(r) i Q'(r) sa praktycznie réwne zeru dla r > 3o7;.
Poniewaz w réwnowadze a, > oy, dlatego aby otrzymac¢ dobre przyblizenie I, Hap,e,) 1
Q.(a,, e,), nieskonczone sumowanie w (3.45) dla sieci tréjkatnej obcinam do:

1
H.(a, e,) ~ 5 [ H.er(ay, 2¢,) + 6Hy(ay, 2¢,, 1)+

p
+ 6Hypalay, 26,,V/3) + 6Hyrg(ay,, 26,,2)+ (3.79)
+12Hyy4(ap, 26, VT) + 6 Hypo(a,, 26,,3) | — Hp.
Na koniec wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujace wielkosci bezwymiarowe:
Ti ~ Unc(a 78 ) i ~ anc(a’ 78 )
Im’C(ap’ Ep) = %ﬂpa Qm,c(apv EP) = ,fppv (380)
OLJ oLy
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3.7 Funkcjonal gestosci ukladu oddzialujacego

Dla p(r) = p(X; pm; Pes Gp,€p)s W) = U(T; fln, fle, Qo €y) zdefiniowanych wzorami (3.2)
oraz (3.1) definiuj¢ bezwymiarowy intensywny funkcjonat gestosci gazu Lennarda-Jonesa
Py Pes Ups €3 ELT flim, Eps Q) OTaz odpowiedni funkcjonat nadwyzkowy fese(pm, Pes Gp, €p3 €L ):

5031
Qlpl =
% [/j]
= ‘*‘Njideal(ﬁma ﬁca dpa Eps éLJa ﬂma Eus du) + fexc(ﬁma ﬁm dpa €p; gLJ))

(:)(meaﬁcadpvep;gLJvﬂm’gﬂ’&u) = (3 81)

gdzie @igeal(Pm» Pes Ups €p3 ELT, flm, Epy Gy) Obliczam ze wzordw (3.21), (3.28).

Wktad do tensora mas daje wytacznie nadwyzkowa czesé funkcjonatu gestosci. Ponie-
waz gpm(X) 1 g.(X) nie maja wspolnych niezerowych wspétezynnikow fourierowskich, tensor
mas dla I'(2) = {pm(2), pc(2)}, Z = z/o, diagonalizuje si¢. Jezeliby potraktowaé poten-
cjat oddziatywania miedzyczasteczkowego jako krétkozasiegowy i pominaé oddziatywania
pomiedzy I'(Z) i I'(Z’) (zob. podrozdziat 2.7), bezwymiarowe réwnania Eulera-Lagrange’a
(2.66) przybraltyby postaé:

]-~ = ]-agmm~ < 1agmm~ ~ lagcc~L 8‘;)

~OmmPm T ——=—PmPm ~ mMc ~ clPec f:O, 3.82

QImmPm & {5 PmPm k5 =g PmPe = G s Pepe t o (3.82)
| 1890(;; k3 1ﬁgcc~ - 1ﬁgmm~ - ow
~YeclHe - a~ FMcle ~ cPm — 7 ~ m/Fm A~ :O 383
FTeche T 35 PePet 55 PePm = 35 PmPmt 5 (3.83)

Poniewaz rozpatruje uktad 2-wymiarowy, w pierwszym podejsciu czes¢ nadwyzkowa
funkcjonatu gestosci chciatem wyznaczy¢ przy pomocy przyblizenia podwdjnej gestosci
wazonej (C.18) wyprowadzonego w dodatku C. Aby uwzgledni¢ przyciagajaca czesé¢ po-
tencjalu Lennarda-Jonesa dokonatem rozwiniecia perturbacyjnego (2.58). Wykorzystujac
notacje oraz wartosci splotow gestosci z podrozdziatu 3.6, funkcjonat gestosci oraz krotko-
zasiegowy tensor mas zapisatem jako (dla uproszczenia pominatem czesé dtugozasiegowa
tensora mas):

fexc(ﬁma ﬁca dpa 5p; Z‘«:LJ) ~

N o o (3.84)
= pm [ (71, 2) + ELamg)

gmm<ﬁmuﬁc7dp7€p;é[/]) ~

aq; : 3 o (3.85)
g?nll nQ)Ql ( pvgp) +5LJQ?;L<GP7€P)7
gcc<ﬁm7ﬁcvap75p;éb]) ~
~ #Qi(am%) + #Q (p€p) Jr5LJQ (Gp,€p),
= P #

WPt y) 1= PnlhEyeen) + 50 e,) (3.87)

7
02 (Pm» Pes Qpy €p) 1= ﬁ_clg(dpvgp>v (3.88)
6Py Pes @ = pml®(a /3_2]¢ 3.89
77¢(pmapc>ap75p) = Pm 7n(ap75p)+ ﬁ (apagp) ( : )
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W powyzszych wzorach: W(ny,72) := V(7(11,72)), gdzie W(7) oblicza sie w przyblize-
niu (B.6), zas 7(7, 72) wyznacza si¢ w przyblizeniu (C.18). Nieobciete 7(7;,72) nie jest
rzeczywiste dla zbyt duzych 7,. Wtasnos¢ ta utrudnia numeryczna minimalizacje przy-
blizonego funkcjonatu gestosci. Dla uproszczenia procedury zdecydowatem sie na obciecie
(C.18) jako szeregu w 1j,. Okazalo sie, ze niezaleznie od stopnia obciecia réwnowagowe
12 jest zwykle bardzo mate i wartosci funkcjonatu gestosci nie zaleza istotnie od stopnia
obciecia.

Niestety przyblizenie podwdjnej gestosci wazonej nie spetnito poktadanych przeze mnie
w nim nadziei. Kiedy dla dwuwymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa policzytem w tym
przyblizeniu funkcjonal gestosci odpowiednio dla faz niewspoétmiernej, ptynnej i wspot-
miernej 1 x 1:

CDSOIVeq(ﬂm,E::LJ) = IIlNIIl &)(ﬁmaﬁmadl)vep;gLJaﬂmaoa')7 (390)
Pmy Qpy Ep
SIS (fiy Ey) = MDD (P, 0,5, 75 ELg, i, 0, -), (3.91)
Pm
a}com,eq(ﬂM7gLJ7€M) = ﬁmlg a}(ﬁmaﬁmaduagp;gLJ“ELm’Eﬂ’du)’ (392)
my=p

okazalo sie, ze w tym przyblizeniu réwnowagowy funkcjonat dla fazy niewspotmiernej
nie tylko nigdy nie jest mniejszy od funkcjonatu dla jednorodnego ptynu, ale takze zawsze
spelia 92044 /0p2 > 0. Oznacza to, ze faza stata nigdy nie jest nawet metastabilna.
Funkcjonal fazy wspoétmiernej takze nigdy nie spetnia warunku metastabilnosci.

Dlaczego warunek 9?@% (fi,,,) /02, > 0 réwnowazny jest brakowi metastabilnoci fazy?
Jest to trywialne:

D2 (i)

op

a pod(fim) to Srednia gesto$¢ réwnowagowa. Jezeli uktad jest metastabilny, to nie mo-

ze on samoistnie implodowac¢. Dla ci$nienia i objetosci warunek ten tlumaczy sie jako

Op/dV < 0, dla potencjatu chemicznego i ilodci czasteczek analogicznie —du/ON < 0.
Stad dla faz metastabilnych:

= _ﬁig(ﬂm)v (3‘93)

m

9 P (fm)
i
Funkcja @°Y(fi,,) dla faz metastabilnych musi by¢ wklesta.
Odwréémy zaleznosé: pr, = p(fim) < fim = A51(pm). Z warunku (3.93) wynika, ze
spos$rod dwoch faz, wspolistniejacych w pewnej gestosci pi?, dla gestosci p,, > pio® ta

faza bedzie zawsze stabilniejsza, ktora bedzie gestsza, i dla ktérej fi%9(p,,) bedzie funkcja
wolniej rosnaca. Wniosek z tego jest taki, ze dla faz najbardziej stabilnych ic%(5,,) na
pewno musi rosnac z gestoscia, ale powinno rosnaé¢ jak najwolniej. Powyzsze oczekiwa-

nie thumaczy sie na jak najstabsza wypuktos$é, ale wszakze wypuktosé energii swobodnej

feq(ﬁM):

> 0. (3.94)

afeq<ﬁm) __ ~eq

0 (fun) = min []Eeq</3m) - ﬂmﬁm] = = [t (Pm)- (3.95)

Explicite energia swobodna dla faz niewspotmiernej, ptynnej i wspoétmiernej 1 x 1
odpowiednio wyraza sie jako:
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fSOl7eq<ﬁm7§LJ> = ~HliIl f(ﬁmuﬁmaa’p7€p;§LJ707 ')7 (396)

Qp, Ep
fgas,eq<ﬁm7§LJ> = f(ﬁM7O7'7';§LJ707 ')7 (397)
JE Y P, Eng€n) = H&l?i)n S (Prms Py Qs €3 €L Epiy Q) 3.98)

gdzie:

f(mea ﬁca dpa Ep; ELT Ep) du) =

- - ~ L o (3.99)
= fideal(pmapca Ep) + fexc(pmapca QAp, €p; 5LJ) - pCEMELJcomm(ap/au)-

Okazuje sie, ze w przyblizeniu podwdjnej gestosci wazonej dla twardych dyskéw energia
swobodna dla faz statych jest drastycznie mniejsza od energii swobodnej dla faz ptynnych.
Ta druga rozbiega si¢ do 400 dla 7, — 1, a ta pierwsza dla 7,, — 1 rosnie bardzo powoli,
prawie liniowo, i pozostaje skonczona, gdyz réwnowagowa 7 jest rzedu 7,,/2. Wlaczenie
cho¢by minimalnego przyciggania miedzyczasteczkowego powoduje, ze energia swobodna
faz statych staje sie wklesta, co odpowiada utracie metastabilnosci przez fazy state.

Widaé zatem, ze przyblizenia globalne typu MWDA — koniunkcje warunkéw (2.52)
oraz (2.53) istotnie blednie zanizaja wartosci energii swobodnej dla faz krystalicznych.
Prawidtowo energia swobodna jakiejkolwiek fazy dla uktadu twardych hipersfer powinna
dazy¢ do +oo dla 7, — 1. W literaturze powyzsze zanizanie energii przez MWDA wspo-
minane jest pod nazwg ”przekrywania si¢ twardych kul”. W uktadach trojwymiarowych,
ktore zamarzajg dla znacznie mniejszego 7, niz uktady dwuwymiarowe, owo zjawisko zda-
je sie nie przeszkadza az tak bardzo jak w moim problemie. Dopiero namacalnie btedny
wynik, jaki otrzymatem, zwrocit mi na owo zjawisko uwage.

W sytuacji, gdy przyblizenie typu MWDA okazalo sie niedobre, postanowitem wy-
probowaé jakie$ przyblizenie dla ptynu twardych dyskow, pozostajace bardziej w duchu
pierwotnego WDA, w ktérym na pewno nie wystepuje problem ”przekrywania sie twar-
dych hipersfer”. Chciatlem, by owo przyblizenie bylo maksymalnie proste rachunkowo i
w jakis sposob wykorzystywato wzory na sploty gestosci z podrozdziatu 3.6, nad ktérych
komputerowsg implementacja sie troche napracowatem. Zgodnie z ideg WDA i Scistym
oszacowaniem réznicy w rozwinieciu Taylora napisatem:

Fudp) % [ drp)u(p(r)) =
(3.100)
= [ drp()ipm) + [ drp(r)e! (5(0)[5(x) = pl,

gdzie na pewno istnieje odpowiednie p(r) € [p(r), pm], a gestosé lokalnie wazona wy-
nosi:

pr) = / dr' p(r'yw(|r — 1']). (3.101)
Dla uproszczenia zatozytem, ze p(r) € [p(r), pm) = p = const. Wtedy:
1 N[ A
VFewc{p] X pm(Pm) + PV (D) [P — prm); (3.102)

gdzie pojawia sie gestos¢ wazona globalnie:
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P ,o%v [ pla'yu(lr ) p(r). (3.103)

Pozostaje dokonaé najlepszego prostego wyboru funkcji wagowej w(r) oraz gestosci p.
Zgodnie z przepisem Tarazony najprostszym sensownym przyblizeniem funkcji wagowe;
dla uktadu twardych dyskéw jest w(r) = wi(r) zadana przez (C.13). Jako proste p mozna
wybraé p,, badz p. Polozenie p = p,, to wylanie dziecka z kapiela, gdyz ¥ (p,,) dazy do
+00 znacznie wolniej niz —¢'(py,)[p — pm]. Energia swobodna faz niejednorodnych dla
duzych gestosci maleje do —oo i jest wklesta. Pozostaje zatem p = p. Wydaje si¢ to by¢
najlepszy prosty kandydat. Energia swobodna krysztatu dla duzych gestosci rosnie wtedy
do +o00 nieco wolniej niz dla ptynu i jest wypukta. Dlatego tez ostatecznie zdecydowatem
sie wyprébowaé tak dookreslone przyblizenie (3.102)

W przyblizeniu (3.102) funkcjonat gestosci oraz krotkozasiegowy tensor mas wynosza:

fexc(mea ﬁc, dpa 5p; é:LJ) ~

; L o (3.104)
X P (Y (m) + V' (00) [ — ] + ELa70)
~mm ~M7~C7d7€;é ~
Gmm (P PI/ Ap Ap LJ) o o (3.105)
~ (W7 (00) [0 — 1] + V' (01)] Q@ (@p, €5) + EL1Q5, (G, €,),
~CC ~m7 ~C’EI’ 76 ;é ~
Gee(Pm» Pes Qpy €03 ELT) (3.106)

~ [\Ij”(ﬁl)[f/l - nm] + \Ij,(ﬁl)] Qi(dpa 5p) + gLJQ?(dpa Ep)'

3.8 Wyznaczanie diagramu fazowego

Wobec bardzo duzej bo czterowymiarowej przestrzeni minimalizacji (py,, fe, @, €,) funk-
cjonatu @ (P, e, Aps €3 €L, flm, €y Gu) & takze czterowymiarowej przestrzeni ciagltych pa-
rametrow stanu (€17, fim, €4, @), zdecydowatem sie na pewne uproszczenia procedury mi-
nimalizacji.

Po pierwsze jako wartosci stalej sieci podltoza a, obieratem wytacznie wartosci (3.20)
dla neonu, argonu i ksenonu na graficie. Rozpatrywatem wytacznie fazy jednorodne oraz
catkowicie krystaliczne niewspotmierne i wspotmierne 1 x 1.

Wobec nieprzyjemnego numerycznie zachowania przyblizonego funkcjonatu gestosci
dla p. = 0 oraz p. = py, (nieanalitycznosci catego wyrazenia badz tylko jego sktadnikéw),
zdecydowatem sie potozy¢ a priori p. = 0 dla objetosciowych faz ptynnych oraz p. = py,
dla objetosciowych faz krystalicznych (tak zreszta zwykle przyjmuje sie w literaturze). Po-
wyzsze aprioryczne ustalenie p. dla rownowagowych faz objetosciowych pomija istnienie
wszelkich stabo niejednorodnych faz ptynnych, ktére na przyciagajacym podtozu poja-
wiaja sie tak samo jak catkowicie skrystalizowane fazy wspoélmierne. Nie uwzgledniam
takze jakichkolwiek namiastek parametryzacji gestosci dla ewentualnej fazy heksatycznej.
Wymuszone ustalenie p. dla réwnowagowych faz objetosciowych powoduje, ze aby wyko-
rzysta¢ rownania (3.82) do wyznaczania powierzchni rozdziatu faz, nalezaloby dodaé do
tych rownan odpowiednie sity reakcji w otoczeniu warunkéw poczatkowych i koncowych.

Srednica oy efektywnej twardej kuli wedtug wzoru (1.4) stosunkowo stabo zalezy od
temperatury w tym obszarze diagramu fazowego, w ktérym moze pojawiac sie interesujace
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zroznicowanie faz w uktadzie. Poniewaz moim celem bylo otrzymanie gtoéwnie tej czesci
diagramu fazowego, zamiast uzy¢ wzoru (1.4), potozytem dla uproszczenia ops = or;.
Przy takim zalozeniu dla nieskonczonej temperatury otrzymuje sie diagram fazowy jak
dla uktadu twardych dyskow.

Minimalizacje funkcjonatu gestosci najwygodniej jest przeprowadzaé¢ w dwoch etapach.
W pierwszym etapie dla faz krystalicznych znajduje si¢ réwnowagowe wartosci €,, a, oraz
funkcji:

finhecr(ﬁm, dp, gp; éLJ) =
— [fideal(ﬁma ﬁm, Ep) + fexc(me, ﬁm, gl,p, €p; gLJ)]+ (3107)
B [fideal(ﬁm, O’ ) + fe$€(p~m7 07 ) gLJ)]

poprzez minimalizacje fmhecr(ﬁm, Qp,€p;€ry) W przestrzeni (a,,e,) dla fazy niewspot-
miernej oraz w przestrzeni €, z wiezem a, = a,, dla faz wspétmiernych 1 x 1. W rezultacie
tej minimalizacji otrzymuje si¢ odpowiednio €5%(pm,€Ls), a5t (pm,ELr); fea  (PmsELs),
odmienne dla kazdego z typow fazy krystalicznej. Funkcje ;i?hecr (Pm, €rs) sa analityczne,
zachowuja sie bardzo spokojnie i doskonale daja si¢ przybliza¢ prostymi wielomianami.
Skwapliwie wykorzystalem ten fakt, uzywajac w dalszych obliczeniach interpolacji owych
funkcji splajnami trzeciego stopnia.

Dysponujac dobrymi i szybkimi przyblizeniami f°% (pm.&1s) bez wiekszego tru-
du mozna juz policzyé¢ f50¢4(p,, ELy), f9%¢U(p,,, EL,) oraz fcom’eq(ﬁm,éw,gu). Na ko-
niec, korzystajac z tozsamosci (3.95), wyznacza sie dla poszczegblnych faz odpowied-
nie [i(pm,Ery) oraz W (pm,,Ery). Majac réwnowagowy funkcjonal gestosci i réwnowa-
gowy potencjal chemiczny, mozna juz przystepowaé¢ do wyznaczania punktow krytycz-
nych, krzywych wspoétistnienia i punktéw potrojnych na diagramie fazowym w zmiennych
gestosé-temperatura (p,, 1/€17).

Aby dokladnie wyznaczy¢ polozenie punktu krytycznego (p.,,1/€rs) dla okreslonego
rodzaju faz nalezy rozwigza¢ uktad dwoch réwnan:

8&?3(@;@7 éLJ) _ azﬂfr?(p;m7 éLJ) = 0. (3108)
P Iy,

Teoretycznie do wyznaczenia krzywej wspotistnienia faz 1, 2 powinno wystarczy¢ roz-

wigzanie uktadu dwoéch réwnari na pare zmiennych (5l | 2 ):

D (P ELa) = O (P, L),
Neql% L) ~eq2<€;” °17) (3.109)
My’ (pmaELJ) = My (pmagLJ)a

zas$ do wyznaczenia punktu potréjnego faz 1, 2, 3 — rozwiazanie uktadu czterech réwnan
na cztery zmienne (pl . p2., 53  €r7)

a)eq’l(ﬁinu éLJ) = &eq72<ﬁ%7§LJ) = &‘)66173(15&:%’ éLJ)’

o m e o 3.110
LS8 (P ELa) = B2 (P Erg) = B2 (P, ELa). (3.110)

W realizacji numerycznej okazato si¢, ze rozwigzywanie powyzszych uktadéw rownan
usprawnia si¢ zdecydowanie, gdy do zbioru zmiennych dodac jeszcze jedna, fip,, przyrow-
na¢ ja do potencjaléw chemicznych i zastapi¢ @' (p 1) przez fCY(pt  Erg) — P fim-
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Dodatkowo, implementacje numerycznego rozwiazywania réwnan (3.109), (3.110) uspraw-
nia postawienie za szukane wartodci log(p! ) zamiast p¢ , a w przypadku poszukiwania
wszelkiego rodzaju krzywych branie jako danych startowych dla nowego punktu krzywej
rozwigzania dla poprzednio obliczonego punktu tej krzywej.

3.9 Dyskusja wynikéw

Wyznaczanie diagramu fazowego rozpoczatem od rozpatrzenia uktadu Lennarda-Jonesa
bez podtoza, badZ réwnowaznie z pominieciem istnienia faz wspdétmiernych. Rozpatrze-
nie tego osobnego przypadku jest wygodne, gdyz fazy jednorodna i niewspdhmierna nie
odczuwaja niejednorodnosci podtoza. Przebiegi krzywych wspoétistnienia tych dwu faz na
diagramach uktadéw z dowolnymi podtozami pozostaja takie same jak dla uktadu bez
podtoza. Z powodu pojawiania sie faz wspoétmiernych te krzywe wspotistnienia moga co
najwyzej gdzies sie urywac, ale nie moga zmienié¢ samego swojego przebiegu (nie moga sie
przesuwac).

W trakcie badania diagramu fazowego dwuwymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa naj-
pierw wyznaczytem hipotetyczna krzywa wspotistnienia gaz-ciecz przy pominigciu wyste-
powania faz niejednorodnych. Otrzymalem prosty diagram fazowy (zob. rysunek 3.1) z
pojedynczym hipotetycznym punktem krytycznym o wspotrzednych:

pm = 0.2741, (3.111)
ELy = 2.433. (3.112)

Otrzymana hipotetyczna temperatura krytyczna 1/;; = 0.41 dla uktadu dwuwymia-
rowego jest okolo 3 razy mniejsza niz temperatura krytyczna 1/, = 1.26 dla uktadu
tréjwymiarowego [HV69]. Dla uktadu tréjwymiarowego gesto$é krytyczna (tréjwymiaro-
wa) wynosi p,, = 0.36 [ibid.].

Kiedy wszakze uwzglednitem wystepowanie w uktadzie niewspdétmiernej fazy stalej,
okazalo sie, ze faza stala zawsze jest stabilniejsza niz faza ciekta. W dwuwymiarowym
uktadzie Lennarda-Jonesa istnieje tylko jedna, niezréznicowana faza ptynna. Hipotetycz-
ny punkt krytyczny na diagramie (p,,, 1/€1s) znajduje sie w obszarze wspoélistnienia ptynu
i fazy statej. Jedyna pozostatoscia po punkcie krytycznym jest raptowny spadek gestosci
ptynu wspolistniejacego z krysztatem dla temperatur rzedu 1/, ~ 0.5 (zob. rysunek
3.1). Spadek ten dla doktadnie takich temperatur (ok. 85K) a takze nieistnienie punktu
krytycznego sa obserwowane dla monowarstw kryptonu na graficie [BLS80]. Dla poréw-
nania w trojwymiarowym uktadzie Lennarda-Jonesa fazy gazowa, ciekta i stala moga
wspotwystepowaé w punkcie potrojnym: p,, = 0.85, 1/,; = 0.68 [HV69].

Parametry réownowagowej niewspotmiernej fazy krystalicznej dla €,; > 7.5 daja sie
bardzo dobrze przyblizy¢ prostymi funkcjami biliniowymi (zob. rysunki 3.3, 3.4):

1
- = —2.2096 + 9.0042p,,, + 0.7540¢ .y + 17.7515p € 15, (3.113)
p
1
P 0.5011 4 2.2832p,,, + 0.5467¢ ;7 + 4.9956p,E 1.1, (3.114)
p — Wliim
am = 1.154. (3.115)

Dla wyzszych temperatur a, oraz €, nie dajg si¢ opisa¢ tak prostg zaleznoscig, jak-
kolwiek oba te parametry sa malejacymi funkcjami p,, oraz £p;. Dla £,; = 0 (twarde
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dyski) a, waha sie w granicach 1.44+0.01, natomiast €, jest rzedu 0.18 +0.02. Dla wyso-
kich temperatur wygodnie jest przedstawi¢ diagram w skali (p,,, £rs), zobacz rysunek 3.2.
Przypominam, ze dla wysokich temperatur mo6j model z powodu ustalenia oyg nie opisu-
je rzeczywistego ukladu Lennarda-Jonesa, lecz asymptotycznie dazy do uktadu twardych
dyskéw o srednicy ogs = 0r,5.

Gestosci wspotistniejacego ptynu i ciata statego, jakie otrzymatem dla uktadu twardych
dyskéw bez podloza, wynosza: p9% = 0.8134, p*° = 0.8727. Dla utamkéw upakowania
odpowiednio:

nde = 0.6388, (3.116)
nt = 0.6854. (3.117)

Sa to wartosci, ktére mieszcza sie granicach doktadnosci zadanych przez (1.14), (1.16),
jakkolwiek oznaczajg znacznie silniejsza przemianeg pierwszego rodzaju, by¢ moze znacznie
silniejsza niz powinna by¢ w rzeczywistosci.

Po wyznaczeniu diagramu fazowego dla uktadu bez podtoza, przeszedtem do zbadania
diagramu fazowego dla neonu, argonu i ksenonu. Wyglad diagramu fazowego w zaleznosci
od ¢, doktadniej zbadalem tylko dla neonu. Dla argonu i ksenonu zalezno$¢ diagramu
od g, przesondowalem bardzo pobieznie. Diagramu dla kryptonu nie badatem w ogole,
gdyz zbyt p6zno zorientowatem sie¢, ze z dostepnych mi tablic moge zgrubnie oszacowac
parametry potencjatu Lennarda-Jonesa dla tego gazu.

Kiedy do dwuwymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa wprowadza si¢ oddziatujace pod-
toze, diagram fazowy typu rys. 3.1 modyfikuje si¢ tak, ze dla srednich gestosci, pomiedzy
obszarami stabilnosci faz pltynnej i niewspoéhmiernej, czeSciowo kosztem tych obszarow,
pojawia sie wyspa stabilnej fazy wspdlmiernej (poréwnaj diagram fazowy z [BLS80]).
Dla rozpatrywanych przeze mnie gazéw szlachetnych na graficie, by¢ moze z wyjatkiem
ksenonu, najbardziej stabilna jest faza 1 x 1, dlatego w swoim modelu rozpatrywaltem
tylko te faze. Zakres temperatur stabilnosci fazy 1 x 1 ograniczony jest dwoma punkta-
mi potréjnymi. Sa to punkty wspoétwystepowania fazy wspoétmiernej, niewspdimiernej i
plynnej.

Gorna temperatura potrojna (1/€1;)"" w moim modelu jest absurdalnie wysoka,
rzedu od 10 do 102. Przyczyng tych absurdalnie duzych wartosci byto uzycie przeze
mnie os = oy. Dolna temperatura potréjna (1/61)% jest rozsadna, malejaca funkcja
€, Oraz |dg€q) — @y, gdzie dgeq) to stata sieci fazy niewspoimiernej. Dla neonu (1/&1 ;)"
przebiega [0.2,0.05] dla g, € [0.7,1.4], dla argonu (1/£1;)"" < 0.05 juz dla g, > 0.25, za$
w przypadku ksenonu (1/£75)"" przebiega [0.2,0.05] dla ¢, € [1.2,1.4]. Zachowanie dla
kryptonu prawdopodobnie jest bardzo zblizone do zachowania dla argonu.

Temperature goérnego i dolnego punktu potréjnego faz ptynnej, niewspodtmiernej i
wspétmiernej 1 x 1 neonu na graficie dla ¢, € [0.4,1.2] doskonale mozna przyblizy¢ pro-
stymi wielomianami odpowiednio pierwszego i trzeciego stopnia:

(1/2L5)"" = 3.2575 + 30.3299¢,, (3.118)

(1/€1,)" = 0.6083 — 0.8798¢, + 0.5439¢% — 0.1515¢". (3.119)

Wykresy temperatur gérnego i dolnego punktu potrojnego oraz gestosci wspotwyste-
pujacych w tych punktach faz wspoétmiernej i niewspotmiernej dla neonu w zaleznosci od

e, przedstawiaja odpowiednio rysunki 3.5, 3.7, 3.6, 3.8. Uzyskane zaleznosci dla tempera-
tur sy zgodne ze zdrowym rozsadkiem. Gdy ¢, ro$nie, powigksza si¢ obszar stabilnosci fazy

50



wspotmiernej. Warto zwroci¢ uwage na to, ze roznica gestoéci dwoch faz krystalicznych w
dolnym punkcie potréjnym jest rzedu 0.05, natomiast w gérnym punkcie potrojnym jest
rzedu 0.001. Maksymalne, jakie udato mi si¢ uzyskaé, czesci diagraméw fazowych przed-
stawiajgce obszary stabilnosci faz 1 x 1 oraz niewspotmiernej ukazane sg na rysunkach
3.9, 3.10. Dla poréwnania w tej samej skali na rysunku 3.11 przedstawilem analogiczny
fragment diagramu dla uktadu bez podtoza.

Rysunki 3.6, 3.9, 3.10 sugeruja, ze dla neonu dla temperatury nieco wyzszej od tempe-
ratury dolnego punktu potréjnego zmienia sie charakter przejécia fazowego pomiedzy fazg
wspoOtmierng a niewspotmierng. Ponizej tej hipotetycznej temperatury wystepuje przej-
Scie fazowe pierwszego rodzaju (skok gestosci), a powyzej — przejscie fazowe ciagte. My$l
o uniwersalnosci tej hipotezy dla wszystkich gazow szlachetnych nasuwa diagram fazowy
z pracy [BLS80]. Jest to rzeczywisty diagram fazowy dla kryptonu na graficie obejmuja-
cy zakres temperatur 1/, € [0.4,0.8]. W calym ukazanym na tym diagramie zakresie
temperatur przejscie fazowe pomiedzy faza niewspotmierng a wspotmierng jest ciagte.
Dolna temperatura potréjna dla kryptonu na graficie z uwagi na matos¢ réznicy statych
sieci wspotmiernej i niewspotmiernej moze by¢ bardzo niska i nie miesci¢ sie na diagramie
[BLS80].

Oszacowanie (1/£77)"" < 0.4 na podstawie [BLS80] moze da¢ bardzo stabe ogra-
niczenie dolne na wartos¢ €, dla uktadu krypton + grafit. W przysztoéci warto byloby
przy pomocy przedstawionych w mojej pracy przyblizen wyznaczy¢ w zaleznosci od €,
dolng temperature potréjng dla kryptonu na graficie. Poréwnanie uzyskanego wykresu z
doswiadczalnie zmierzong dolng temperatura potréjna pozwolitoby na oszacowanie nie-
znanej rzeczywistej wartosci €, dla tego uktadu. Doswiadczalne badanie uktadu krypton
+ grafit moze by¢ wygodniejsze niz badanie uktadu neon + grafit z uwagi na znacznie
wyzsza charakterystyczna temperature 1,5 /kp dla kryptonu niz dla neonu.

Zmnacznie lepsze oszacowanie gérnej temperatury potréjnej dla dwuwymiarowego ukta-
du Lennarda-Jonesa na podlozu powinno daé¢ przyblizenie wartosci srednicy twardego
dysku wzorem (1.4) zamiast uzytym przeze mnie wzorem ogyg = ory. Warto zdawaé so-
bie sprawe, ze uzyskiwane nawet w tym przyblizeniu goérne temperatury potrojne oraz
wysokotemperaturowe czesci diagramow fazowych takze moga mie¢ niewiele wspolnego
z gornymi temperaturami potréjnymi dla rzeczywistych gazdéw szlachetnych na graficie.
Rzeczywiste uktady gazéw szlachetnych na substratach nie zawsze sa bowiem Scistymi
(sub)monowarstwami, czyli uktadami Scisle dwuwymiarowymi. Dla malych gestosci po-
wierzchniowych uktady te istotnie mozna traktowaé jako uktady dwuwymiarowe, czego
dowodem jest bardzo dobre odtworzenie przeze mnie ksztattu obszaru stabilnosci fazy
ptynnej na diagramie (py,, 1/é1;) dla 1/é,; < 0.7 — poréwnaj diagram w [BLS80]. Dla
dostatecznie duzych gestosci powierzchniowych uktady te staja sie dwuwarstwowe, gdyz
budowa drugiej warstwy nawet nad przyciagajacym substratem kosztuje mniej niz nad-
mierne Sci$niecie twardych rdzeni.

Wedlug [BLS80] gérna temperatura potréjna dla kryptonu na graficie wynosi oko-
to 1/, =~ 0.75, ale gestosci faz w tymze punkcie potréjnym odpowiadaja 1.5 warstwy
adsorbatu. Gorne temperatury potréjne oraz gestosci potrojne uzyskiwane dla $cisle dwu-
wymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa moga by¢ istotnie inne.

Intrygujacym zjawiskiem na diagramie z pracy [BLS80] jest zmiana rodzaju przejscia
fazowego pomiedzy faza wspoétmierng a ptynem, jaka zachodzi wraz ze wzrostem gesto-
Sci powierzchniowej adsorbatu: Dla monowarstwy wystepuje przejscie pierwszego rodzaju
(skok objetosci), dla dwuwarstwy zachodzi przemiana ciagta. Zjawiska tego rozpatrywany
przeze mnie prosty model Scisle dwuwymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa takze nie jest
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w stanie przewidziec.
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Rysunek 3.1: Niskotemperaturowy diagram fazowy dwuwymiarowego uktadu Lennarda-
Jonesa bez podtoza, przy zalozeniu oyg = op;. Objasnienia: dolna krzywa — granica
hipotetycznego obszaru stabilnosci fazy gazowej i cieklej, lewa krzywa — granica obszaru
stabilnosci fazy ptynnej, prawa krzywa — granica obszaru stabilnosci fazy statej. Zazna-
czono hipotetyczny punkt krytyczny.
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Rysunek 3.2: Wysokotemperaturowy diagram fazowy dwuwymiarowego uktadu Lennarda-
Jonesa bez podtoza, przy zalozeniu ocgg = or;. Objasnienia: lewa krzywa — granica ob-
szaru stabilnosci fazy ptynnej, prawa krzywa — granica obszaru stabilnosci fazy statej.
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Rysunek 3.3: Rownowagowa wielkos¢ 1/e, dla fazy niewspéimiernej w funkcji €., dla
pm € {0.66,0.77,0.88,0.99}. Wielkos¢ 1/e, jest rosnaca funkcja pp, 1 €r.
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Rysunek 3.4: Réwnowagowa wielko$¢ 1/(a@, — ayiy,) dla fazy niewspéimiernej w funkeji €7,
dla p,, € {0.66,0.77,0.88,0.99}. Wielko$¢ 1/¢, jest rosnaca funkcja pp, i €p;.
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Rysunek 3.5: Gérna temperatura potrojna (wspélistnienia ptynu, fazy niewspdtmiernej i
fazy 1 x 1) dla neonu w funkcji natezenia niejednorodnosci potencjatu podtoza.
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Rysunek 3.6: Gestosci fazy niewspotmiernej i fazy 1 x 1 w gérnym punkcie potrdjnym
dla neonu w funkcji natezenia niejednorodnosci potencjatu podtoza. Objasnienia: goérna
krzywa — gestos¢ fazy niewspohmiernej, dolna krzywa — gestos¢ fazy 1 x 1.
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Rysunek 3.7: Dolna temperatura potréjna (wspolistnienia ptynu, fazy niewspotmiernej i
fazy 1 x 1) dla neonu w funkcji natezenia niejednorodnosci potencjatu podtoza.
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Rysunek 3.8: Gestosci fazy niewspotmiernej i fazy 1 x 1 w dolnym punkcie potréjnym
dla neonu w funkcji natezenia niejednorodnosci potencjatu podtoza. Objasnienia: goérna
krzywa — gestos¢ fazy niewspohmiernej, dolna krzywa — gestosé fazy 1 x 1.
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Rysunek 3.9: Uzyskany fragment diagramu fazowego dla neonu przy ¢, = 1.0. Objasnienia:
gorna krzywa — granica obszaru stabilnoéci fazy 1 x 1, dolna krzywa — granica obszaru
stabilnosci fazy niewspotmierne;j.
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Rysunek 3.10: Uzyskany fragment diagramu fazowego dla neonu przy ¢, = 0.4. Objasnie-
nia: gérna krzywa — granica obszaru stabilnosci fazy 1 x 1, dolna krzywa — granica obszaru
stabilnosci fazy niewspotmierne;j.
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Rysunek 3.11: Odpowiedni fragment diagramu fazowego uktadu Lennarda-Jonesa przy
e, = 0.0. Objasnienia: widoczna krzywa — granica obszaru stabilnoéci fazy niewspoéimier-
nej.
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Podsumowanie

Jak pokazatem w rozdziale 3, nawet proste przyblizenia nieperturbacyjne poczynione w
ramach teorii funkcjonatu gestosci dla uktadéw dwuwymiarowych pozwalaja niewielkim
trudem poprawnie odtwarza¢ jakosciowo, a po czesci takze ilosciowo, diagramy fazowe dla
monowarstw gazéw szlachetnych zaadsorbowanych na powierzchni grafitu. Rzeczywiste
uktady gazow szlachetnych na graficie z powodzeniem mozna interpretowaé jako dwuwy-
miarowe monowarstwy wytacznie dla niewielkich gestosci powierzchniowych adsorbatu.
Dla wigkszych gesto$ci powierzchniowych ilo$¢ warstw adsorbatu staje sie wieksza od
jednosci. Wtedy uktadéw takich nie mozna traktowaé¢ ani jako w petni dwuwymiarowych
(powierzchniowych), ani jako w petni tréjwymiarowych (objetosciowych). Wyprowadzenie
termodynamiki takich przejsciowych wymiarowo uktadéw w ramach teorii funkcjonatu ge-
stosci nadal stanowi zbyt wielkie wyzwanie, poniewaz w tych uktadach nie dysponujemy
informacjami ani o energii swobodnej, ani o bezposredniej funkcji korelacji dla odpo-
wiednika ptynu jednorodnego. Samo pojecie odpowiednika ptynu jednorodnego dla takich
uktadow wyglada na razie na mato precyzyjne. Z cala pewnoscig odpowiednikiem takim
nie jest warstwa tréjwymiarowego ptynu jednorodnego o skonczonej grubosci.

Nieperturbacyjne przyblizone metody teorii funkcjonatu gestosci, ktore przedstawitem
w rozdziale 2, ale takze dyskutowalem w rozdziale 3, nadal wymagaja ulepszen. Jednym z
kierunkow ich pozadanej modyfikacji jest upraszczanie samej technologii liczenia. Trudno
jest mi poréwnac zastosowanag przeze mnie technologie liczenia z metodami uzywanymi
przez innych, bardziej doswiadczonych autorow, gdyz ci zawsze pomijaja w swoich publi-
kacjach tak techniczne szczegdly. Na przekér temu obyczajowi (nie zawsze najlepszemu
moim zdaniem), w niniejszej pracy pozwolitem sobie przedstawi¢ istotna cze$¢ opracowa-
nej przeze mnie maksymalnie uproszczonej metody liczenia.

Drugim pozadanym kierunkiem modyfikacji przyblizonych metod teorii funkcjonatu
gestosci jest zwiekszanie bezpieczenstwa i doktadnosci tych metod. Zaproponowane prze-
ze mnie przyblizenie (3.102) przy identycznym stopniu komplikacji rachunkowych jest
znacznie bezpieczniejsze od przyblizen typu MWDA i wyglada bardzo obiecujgco. War-
to byloby ulepszy¢ to przyblizenie w oparciu o doktadniejsze informacje o bezposredniej
funkcji korelacji ptynu jednorodnego, a po ulepszeniu wyprobowaé dla jakiego$ dobrze
poznanego uktadu, np. tréjwymiarowego uktadu Lennarda-Jonesa.

Teoria funkcjonatu gestosci, podobnie jak symulacje Monte Carlo, nie osiggneta cig-
gle dostatecznego stopnia wyrafinowania, aby ostatecznie i bezdyskusyjnie rozstrzygnaé
o prawdziwosci, falszu, ewentualnie kryteriach stosowalnosci teorii KTHNY jako teorii
topnienia uktadow dwuwymiarowych. O kontrowersjach wokot teorii KTHNY szerzej pi-
salem w rozdziale 1. Dopoki przyblizenia teorii funkcjonatu gestosci nie beda w stanie
jednoznacznie i zgodnie z symulacjami Monte Carlo przewidywaé¢ diagramu fazowego dla
prostego uktadu twardych dyskow, stosowanie tych przyblizen dla bardziej ztozonych ukta-
dow dwuwymiarowych, takich jak monowarstwy, moze uchodzi¢ za mato przekonujace.

61



Podziekowania
Serdecznie chciatbym podzigkowaé prof. dr. hab. Markowi Napiérkowskiemu za cenne

uwagi merytoryczne, sugestie dotyczace bibliografii, a takze cierpliwo$¢ w wyshichiwaniu
moich cotygodniowych relacji.

62



Dodatek A

Funkcjonalny szereg Taylora i
rozwiniecie gradientowe

Rozpatrzmy uktad opisywany parametrem uporzadkowania ['(r) oraz ekstensywnym funk-
cjonatem J[I']. Zaktadamy, ze umiemy policzy¢ nieperturbacyjnie J[T'.] i jego pochodne
funkcjonalne po I'(r) dla pewnej wyrdznionej klasy rozkladéw I'(r) = I'.(r). Zakladamy,
ze w szczegblnosci umiemy policzyé J[I'.] = J(I'.) oraz jego pochodne funkcjonalne dla
jednorodnych rozktadéw I'.(r) = T,.

Szukamy ekstrapolacji J[['| dla jak najbardziej ogblnych postaci T'(r). Dostepne sa
dwie podstawowe metody perturbacyjnego przedstawiania J[I'| (zob. [Eva79]):

a) funkcjonalny szereg Taylora,
b) rozwiniecie gradientowe.

W dalszych rozwazaniach dla skrétu oznaczam:

A(r) :=T(r) = Tu(r). (A.1)

Oznaczam takze:
] = ek (A2)
j(z) 1y, o) #5[?](1‘2) (A.3)

['.(r) nie musi mieé¢ rozktadu jednorodnego. Wszakze, jesli I'.(r) = I, otrzymujemy:

iO e = jO(T.), (A4)
GO[Mery,ry) = (T, [y —ra). (A.5)

Dla jednorodnych rozktadow I'. (i wytacznie dla nich) mozna takze $cisle i jednoznacz-
nie zdefiniowa¢ intensywna funkcje j(I'.):

J(Te)

j(Te)

- == (A.6)
vV o= / dr. (A7)
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A.1 Funkcjonalny szereg Taylora

Funkcjonalny szereg Taylora ma postac¢ analogiczng do postaci szeregu Taylora dla funkcji:

I = I + [ de O e Aw) +
. (A.8)
5 [ dridraj O, AT)AR) + .

Warunkiem sensownosci obciecia funkcjonalnego szeregu Taylora jest matosé odchylen
A(r) = |I'(r) = Te(r)]. Jezeli jedynymi I'.(r), dla ktérych jestesmy w stanie policzy¢ J[I'.]
nieperturbacyjnie, sa rozktady jednorodne I'.(r) = T'., obciecie funkcjonalnego szeregu
Taylora mozemy stosowaé jedynie dla takich I'(r) dla ktorych:

a) istnieje dobrze okre$lona wartos$é srednia I',:

1
o / drT(r). (A.9)
b) odchylenia |I'(r) — I',,| sa niewielkie.

Uzycie I'. = I',,, powoduje, ze z szeregu (A.8) wypada wyraz liniowy.

A.2 Rozwiniecie gradientowe

Rozwinigcie gradientowe jest proba wyjscia poza ograniczenia na dopuszczalne rozktady
['(r), jakie narzuca stosowanie rozwiniecia (A.8) wokét rozktadu jednorodnego I'.(r) = T'..
Jezeli funkcjonat J[I'] jest ekstensywny, musi by¢ on asymptotycznie lokalny dla duzych
skal odlegtosci. W najnizszym rzedzie rozwiniecia gradientowego przyjmuje sie, ze funk-
cjonal ten jest po prostu lokalny:

- / drj(D(r)) (A.10)

Kolejne poprawki w rozwinieciu gradientowym traktuja nielokalno$é funkcjonatu J[T']
jako lokalna zaleznosé tego funkcjonatu od I'(r) oraz coraz wyzszych pochodnych V &
.. ® VI'(r). Z powodu komplikacji rachunkowych w dalszych rzedach, zwykle rozwinie-
cie gradientowe obcina si¢ na drugim rzedzie w pochodnych. Sposéb uzyskiwania owego
kwadratowego rozwiniecia gradientowego przedstawiam ponizej.

Potézmy I'.(r) = I'.. Wyraz kwadratowy w funkcjonalnym szeregu Taylora (A.8) tatwo
mozna zapisa¢ w przestrzeni odwrotne;j:

%/drldrgj@)(l“c,m—r2|)A( DA(ry) = /dk] (T, k)| A (K) 2. (A.11)

Rozwiniecie transformaty Fouriera j® (T, k) w potegach k& ma postaé¢ (D — wymiar
uktadu):

j(2)(Fc7 k) = /drj(z) (Te, 7) exp [ikr] _

= {/drj@)(l“c,r ] — [/der DT, )| k2 +
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Po wstawieniu powyzszego do funkcjonalnego szeregu Taylora (A.8), otrzymuje sie:

J[T] = J(T.)+
+ [an {fOm)ae) + 3 [[aP @) B0 - (4
_ i U derj(Q)(Pc,r)} [le(rl)]Q} .

Jezeli w funkcjonalnym szeregu Taylora (A.8) podstawimy I'(r) = I'(ry), otrzymamy:

J(T(r1)) = j(Te) + 5D (T Alry)+

+% [ / drj@)(rc,r)} A + .. (A.14)

Widaé stad, ze w najnizszym rzedzie wzory (A.13) oraz (A.10) réznia sie o nielokalny
sktadnik 5 [f drr?j (T, r)} [V1A(r)]?. T, pojawiajace sie w tym sktadniku jest jednak
nieokreslone. Kwadratowe rozwiniecie gradientowe uzyskuje sie z (A.13) przy zalozeniu
[.(r) =T, — I'(r1). Otrzymuje si¢ wtedy:

a0 = [an ) - 5 [ [ aort @@, n] wire)r} (A.15)

Rozwinigcie (A.15) to wtasnie kwadratowe rozwiniecie gradientowe. Warunkiem sto-
sowalnosci tego rozwiniecia nie jest istnienie dobrze okreslonej wartosci $redniej I',, =
[drT(r)/V, lecz wyltacznie wolnozmiennogé I'(r) w poréwnaniu z zasiegiem ;@ (I'(r), 7).
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Dodatek B

Termodynamika plynu twardych
hipersfer

Dla D-wymiarowego ptynu D-wymiarowych twardych hipersfer o srednicy opg definiuje
sie utamek upakowania 7 jako stosunek objetosci hipersfer do objetosci catego ukladu (p
- gestosé ptynu):

7D/25D
0 1 & (B.1)

" 20T (1+ D/2
Cisnienie p, Scisliwos¢ izotermiczna yr, oraz nadwyzkowa energia swobodna na jedna
czasteczke 1, wyrazaja sie jako znane funkcje czynnika $cisliwosci Z(n) oraz = 1/kgT:

L — 2 (B.2)
16} 0

o = oy 2, (B.3)
By = U(n):= /Ondn’%- (B.4)

Najlepsze przyblizenia czynnika Scisliwosci maja postaé (wpdtezynniki ¢, zaleza od
wymiaru ukltadu) [BC87]:

L+ ean®
2(n) = 2=t

W przyblizeniu teorii czasteczki skalowanej: k = 0 [BC87, HM76]. Przyblizenie to jest
doktadnym wynikiem dla D =1, a dla D = 2 takze bardzo dobrze odtwarza termodyna-
mike ptynu obserwowana w symulacjach numerycznych. W przyblizeniu teorii czasteczki
skalowanej dla D = 2:

(B.5)

Win) = 1~ log(1 =) (B.6)
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Dodatek C

Przyblizenie podwdjnej gestosci
wazonej
Dla uktadéw 2-wymiarowych mozna sformutowaé prosta modyfikacje przyblizenia MWDA

(2.52), ktéra pozwala uniknaé¢ numerycznego rozwiazywania réwnania na gestos¢é wazona
(ops — $rednica twardego dysku, p,, = [dr'p(r")/V — gestosé srednia):

R o2 1
jo= S /drdrp w(lr —¥'|, A)p(r') (C.1)

(zobacz (2.53) oraz (B.1)).

Gtéwna idea modyfikacji MWDA, ktérg nazywam przyblizeniem podwojnej gestosci
wazonej polega na tym, by dokonujac rozsadnych przyblizen sprowadzi¢ powyzsze réw-
nanie do réwnania kwadratowego. Funkcja wagowa w przyblizeniu MWDA ma postaé
[Bau90]:

w(r,n) = const(n) — %?{50(2) (r,m) [8%5777)] . ) (C.2)

Stala const(n) wyznacza sie z warunku: [ drw(r,n) = 1. Bezposrednia funkcje korelacji
ptynu twardych hipersfer doskonale przybliza ansatz Bausa-Colota (2.39) [BC87]. Dla
ptynu twardych dyskow przyjmuje on postaé (x = r/ogg):

D) = = | eaz)] {1+ @nlentafal) - po -2, (€3
gdzie:
wo(x) == % {arccos(:c) —zv1-— xz} ) (C4)

natomiast a = a(n) jest rozwiazaniem réwnania:

2/ 2 o1 2 5 1 0 -
a“(a” — 4) arcsin(—) — (a” + 2)Va? — 1] = {1 —4n — l%nZ(n)] } . (C.5)

a

3o

Znane jest przyblizenie a(n) nastepujacym fitem [BC86]:
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a(n) = (2+mna(n))/(1+n+na(n)), :
a(n) = —0.2836 + 0.27331. (C.7)

Aby otrzymaé¢ wzor na gestos¢ wazong w przyblizeniu podwdjnej gestosci wazonej,
dokonuje nastepujacych przyblizen. Po pierwsze, na czynnik $cigliwosci Z(n) pltynu twar-
dych dyskéw przyjmuje wzér (B.5) w przyblizeniu teorii czasteczki skalowanej (k = 0).
Po drugie przyblizam:

wo(z) = 1=~ —z, a(n)=2-n (C.8)
Stad:
2 ~ (1+mn)
@(rm) ~ - 1= 1) [1=n(2—n)z]0(1 — ), (C.9)
o 2 (4l =n@—n]6(d -z
w(r,n) — const(n) = p—y G- : (C.10)

Dla n € {0, 1} mozna sensownie przyblizy¢:

E;*Zi ;+%n+n2=%(1—n)+n(1+n)- (C.11)

Wstawiajac powyzsze do funkcji wagowej, dostaje:

- (1+7) [
w(r,n) ~ wi(r)+ n(l =) |:U}2(T) T /dr way(r )] , (C.12)
() = — o1 -, (C.13)
oY g OHs
ws(r) = —(1— e - ), (C.14)
MO g OHS oHs

Definiuje pomocnicze gestosci wazone:

o= ”HS ! /drdrp run(|r — ¢)p(x’), (C.15)
o = “"fsvpo [ drde'[p(x) = pul walr =) o) = pul. (C.16)

Otrzymuje réwnanie kwadratowe na 7:

. (149 R R N R
P=i g = (1 + 1) + (2 — i — 1) + 1 = 0. (C.17)

Poniewaz W(n) jest rosnaca funkcja 7, gestosci wazonej odpowiada mniejszy pierwia-
stek rownania kwadratowego:
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1

0 12) = s | = 1) = O+ e = 17 i =

2(1 + 1o
) oy (C.18)
. (I+m) . | A+3n+0;—77) Ag]
= |1+ X - +0O :
) [ a—i™ a-np " (722)

W dwuwymiarowym rownowagowym ciele stalym 7, jest bardzo male. Warto zauwa-
zy¢, ze jezeli potozy sie 7, = 0, to otrzyma sie 1) = 7y, czyli gestos¢ wazona réwna gestosci
usrednionej, ktérej uzywal w swoich pracach Tarazona (np. [MTN87]). Byly to wlasnie

te prace, ktore natchnety Curtina i Ashcrofta do opracowania pierwszego przyblizenia
gestosci wazonej WDA [CAS85].
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Dodatek D

Przyblizenia potencjatu
Lennarda-Jonesa

Potencjal Lennarda-Jonesa ma postac:
or o\ 12 or 1\ 6
by (r) = depy l(%) _ <%> ] v = o, (D.1)
Miejsce zerowe i minimum:
¢ri(ors) =0, ri(oLy) = —24ep5/oL,
: 205 (D2)
Grs(ris) = —€Ls, ¢rs(ris) =0.

Definiuj¢ przyblizenia:

dyy(r) = NeLIoLy {exp {bl — blL] — exp [bQ - bgL:H , (D.3)
r oLJ oLJ
r r
Gpr(r) = askEry {exp [bg — bg—] — exp {b4 — b4—” ) (D.4)
orLJ oLy
Stale aq,aq, by, by, b3, by wyznaczam z warunkow o¢p;(r) = oyy(r) = ¢pp(r) oraz

Ory(r) = Oyy (r) = Ppp(r) dlar = op; oraz r =1rj;:

a; = 2.19229, az = 2.09600,
by = 2.98909, by = 3.73672, (D.5)
by = 13.93652, bs = 15.18710.

Przyblizenia ¢yy (1) oraz ¢ppr(r) sa bardzo dobrymi krotkozasiegowymi przyblizeniami
potencjatu Lennarda-Jonesa w przedziale r € [0, 30]. Przyblizenie ¢yy (r) zapropono-
wane przeze mnie jest troszke lepsze niz ¢yy (1) z parametrami: a; = 2.0199, by = 2.6793,
by = 14.735 zaproponowane prze Foilesa i Ashcrofta [FA81].
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