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Wstep

Celem niniejszej pracy jest dyskusja zwigzkéw pomiedzy asymptotyczng wartoscia
entropii nadwyzkowej a niektorymi innymi wlasnosciami dyskretnych i gaussowskich pro-
ceséw stacjonarnych.

Entropia nadwyzkowa to pewna miara globalnej zaleznosci stacjonarnego procesu sto-
chastycznego, ktorej koncepcja wywodzi sie z teorii informacji.! Jak pokazuje w niniejszej
pracy, entropie nadwyzkowa mozna okresli¢ dla dowolnego procesu stacjonarnego jako
informacje wzajemna miedzy o-ciatem podinieskonczonej przesztosci a o-ciatem podinie-
skoniczonej przysztosci. W szczegdlnosci entropia nadwyzkowa wydaje sie by¢ naturalng
miarg zaleznosci dla procesow o wartosciach nominalnych, dla ktérych opis zaleznosci
w tradycyjnych terminach funkcji autokorelacji i liniowych predyktorow jest nieefektywny.

Entropia nadwyzkowa jest wielko$cig nieujemna, lecz w zaleznosci od procesu moze by¢
skoniczona lub nieskonczona. Procesy, dla ktorych entropia nadwyzkowa jest nieskonczo-
na, nazywa sie niefinitarnymi (Crutchfield i Feldman, 2003). Dla dwéch szerokich podklas
procesow dyskretnych i proceséw gaussowskich procesy niefinitarne nie moga by¢ przed-
stawione jako ukryte tancuchy Markowa. W przypadku proceséw gaussowskich, proces
niefinitarny nie moze by¢ nieosobliwym procesem ARMA (Finch, 1960). W przypadku
procesow o wartosciach dyskretnych, proces niefinitarny nie moze by¢ ukrytym tancuchem
Markowa o skonczonej entropii blokowe;.

Do wyboru tematyki rozprawy przyczynito si¢ moje réwnolegle zaangazowanie w za-
stosowania modeli probabilistycznych w lingwistyce komputerowej (przetwarzaniu jezyka
naturalnego). Powszechnie uzywane w tej dziedzinie ukryte tancuchy Markowa cechuja
sie skonczona entropia nadwyzkowa. Z drugiej strony istotne przestanki eksperymentalne
i teoretyczne wskazuja, ze bardziej adekwatne modele jezyka naturalnego powinny by¢
niefinitarne (Hilberg, 1990). O niektérych z tych przestanek szerzej pisze w osobnym ar-
tykule dla lingwistow (Debowski, 2005). Wspominam o nich pokrotce takze w tej pracy,
przedstawiajac wtasnosci proceséw dyskretnych.

Niniejsza rozprawa obejmuje rozwazania z pogranicza teorii informacji, teorii kodowa-
nia, teorii miary i teorii szeregéw czasowych. Podzielitem jg na trzy czesci o nastepujacej
zawartosci:

1. Teoriomiarowe ujecie teorii informacji. Gtéwne wyniki to:
a) uogdlnione definicje i podstawowe wlasnosci warunkowej informacji wzajemnej i en-
tropii warunkowej jako funkcji (prawie) dowolnych o-cial (por. Gelfand et al.,
1956);
b) réwnowazne definicje entropii nadwyzkowej jako informacji wzajemnej miedzy
przesztoscia a przysztoscig oraz jako sumy pewnego szeregu warunkowych infor-
macji wzajemnych;

1 Gwoli §cislosci, po raz pierwszy o entropii nadwyzkowej ustyszatem na wykladzie nt. powierzch-
niowych przemian fazowych prowadzonym przez prof. dr. hab. Marka Napiérkowskiego, promotora mojej
pracy magisterskiej na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego.
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¢) ograniczenia wartosci entropii nadwyzkowej wynikajace z rozktadu ergodycznego.



2. Wtasnosci stacjonarnych proceséw dyskretnych. Udowadniam nastepujace fakty:

a)

e)

proces jest niefinitarny, jezeli istnieje nieskonczenie wiele niezaleznych zmiennych
binarnych, ktorych wartosci mozna przewidzie¢ dowolnie dobrze na podstawie do-
wolnego dostatecznie dhugiego fragmentu procesu;

dla dowolnego kodu uniwersalnego entropie nadwyzkowe skonczonego rzedu sa nie-
skonczenie czesto nie wieksze niz nadwyzkowe dtugosci kodu;

dla ustalonego kodu uniwersalnego i prawie wszystkich proceséw stacjonarnych
nadwyzkowe dlugosci kodu dazg do nieskonczonoéci;

dowolng miare procesu o skonczonej liczbie wartosci mozna przeksztalci¢ na mia-
re procesu o wartosciach binarnych z zachowaniem wszystkich wartosci entropii
blokowej z doktadnoscig do pewnej statej;

niektore miary procesow niefinitarnych o nieskoriczonej liczbie wartosci mozna prze-
ksztatci¢ na miary procesow o skonczonej liczbie wartosci — by¢ moze przy zacho-
waniu wartosci entropii nadwyzkowej.

3. Wtlasnosci stacjonarnych proceséow gaussowskich. Podstawowe rezultaty to:

a)

algebraiczne powigzanie funkcji informacji wzajemnej i warunkowej informacji wza-
jemnej z funkcjami autokorelacji i autokorelacji czesciowej;

kilka warunkéw dostatecznych istnienia przedstawien kauzalnych i odwracalnych;
prostszy dowdd klasycznego twierdzenia Grenandera i Szego o zerach wielomianow
ortogonalnych na okregu jednostkowym,;

wykazanie czystego niedeterminizmu (a wiec i ergodycznosci) proceséow finitarnych
i kwazifinitarnych;

wzOr wyrazajacy sume autokorelacji jako iloczyn autokorelacji cze$ciowych;
ograniczenie modutu autokorelacji cze$ciowej przez modut autokorelacji dla dosta-
tecznie matych wartosci autokorelacji;

wskazanie kilku przyktadow proceséw niefinitarnych o bardzo szybko zanikajacej
funkcji autokorelacji, w tym proceséw ergodycznych.

zakonczeniu pracy umiescitem liste problemow otwartych. Integralng czescig roz-

prawy jest dodatek, ktory postronnemu czytelnikowi moze stuzy¢ jako zwiezte wprowadze-
nie do teorii miary w rachunku prawdopodobienstwa. Oprécz materiatu podrecznikowego
w dodatku przedstawiam kilka specyficznych idei i konwencji notacyjnych, do ktérych
odwoluje sie w rozprawie.

Chcialtbym podzigkowa¢ promotorowi Janowi Mielniczukowi, a takze swojej rodzinie.






Niektore oznaczenia matematyczne
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1, jezeli ¢ jest prawdziwe; 0 w przeciwnym wypadku
funkcja charakterystyczna zbioru A; I4(z) := [z € A]
czeé¢ dodatnia z; [z], = [z > 0] -

czesé ujemna x; [x]_ = —[r < 0] -«

najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz x
najwieksza liczba catkowita nie wieksza niz x

liczba zespolona sprzezona do z

modut liczby zespolonej z

logarytm naturalny

moc zbioru V

roznica symetryczna zbioréw;
AeB:=AUB\ANB

zbidr liczb naturalnych (bez zera)

zbior liczb catkowitych

zbiér liczb wymiernych

zbior liczb rzeczywistych

zbioér liczb zespolonych

operator iloczynu kartezjanskiego,
konkatenacji stéw lub produktu miar

stowo puste lub ciag pusty
(element neutralny operacji x)

k-ta potega kartezjanska zbioru V,
zbiér konkatenacji k elementéw zbioru V

suma skonczonych poteg kartezjanskich zbioru V,
zbiér konkatenacji skonczenie wielu elementow zbioru V

domkniegcie Kleenego zbioru V

skrocony zapis stowa lub ciagu (., Tpi1, ., Tm);
Tpem = A, jezelim < n

dhugos¢ stowa lub ciggu w € V*:

len A :=0; lenw := k dla w = (21, 29, ..., x1), x; €V

stowo w’ jest przedrostkiem stowa w

stowo w’ jest przyrostkiem stowa w
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(92,7, P)
a(9)
A(9)
A(X)
o(X)
o(X)

LG, 1)

vp
vilop
dv/du
P(A|B)

AL B|C
125'¢

(X19)
Cov(X;Y)

X

Niektore oznaczenia matematyczne

domyslna przestrzen probabilistyczna

o-ciato generowane przez klase zbiorow G

zbiér atomow o-ciata dyskretnego G

alfabet zmiennej X; A(G) D X ()

o-cialo przeciwobrazéw zmiennej X

o-cialo obrazéw zmiennej X

o-ciato borelowskie na prostej R

przestrzen funkcji f mierzalnych G/R i spetniajacych
J1f1%dp < oo

miara v jest absolutnie ciggta wzgledem miary u
miary v i p sa wzajemnie osobliwe

pochodna miary v wzgledem miary p

prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A wzgledem
zdarzenia lub o-ciata B

A i1 B sa niezalezne wzgledem C; A, B i C' mogg by¢
zdarzeniami, o-ciatami lub zmiennymi

przeniesiona miara prawdopodobienstwa zmiennej X
miara pomiarowa zmiennej X

warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej X wzgledem
o-ciala G i miary P; (X) := (X|{0,Q})

kowariancja zmiennych zespolonych X 1Y

Cov(X;Y) = (X*Y) — (X*) (V)

norma zmiennej zespolonej X; ||.X|| := /Cov(X; X)
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Rozdzial 1

Teoriomiarowe definicje miar informacji

W niniejszym rozdziale przedstawiamy podstawowe definicje i tozsamosci z teorii
informacji. Kilka ogolnie znanych twierdzen przeformulowujemy do postaci znacznie
mocniejszej niz ich wersje spotykane w elementarnych podrecznikach (Yeung, 2002;
Cover i Thomas, 1991). Celem przewodnim bedzie rozszerzenie definicji podstawowych
poje¢ teorii informacji w terminach teorii miary (por. Gelfand et al., 1956, a takze
Billingsley, 1965, sekcja 12). Nieco inne analogie pomiedzy miarami informacji a teoria
rzeczywiste] miary addytywnej zostalty dostrzezone przez Hu (1962) — sa one zwiazane
takze z teoria grup skonczonych (Yeung, 2002, rozdzial 16). Nas bedzie interesowal kie-
runek badan blizszy klasycznym zastosowaniom teorii (nieujemnej i o-addytywnej) miary
w probabilistyce. Wstep do uzywanego przez nas aparatu teoriomiarowego zamiesciliSmy

w dodatkach A.1-A.8.

Definicja 1.1. (warto$é oczekiwana, Billingsley, 1979, sekcja 21) Warto$¢ ocze-
kiwana (X) rzeczywistej zmiennej losowej X zdefiniowana jest wzorem

(X) = /XdP, (1.1)

gdzie P oznacza miare prawdopodobieristwa P na przestrzeni probabilistycznej (2, T, P),
a catkowanie w sensie Lebesque’a odbywa sie po calej przestrzeni zdarzen €.

Istnieja zmienne X, dla ktérych wartosé oczekiwana jest nieskonczona badz nieokreslona.
W szczegblnosci warto$é oczekiwana jest okreslona jako wielko$é (X)) € [0, oo] dla dowolnej
nieujemnej zmiennej losowej. Jezeli zmienna X przyjmuje dowolne wartosci rzeczywiste,
to (X) okredla sie jako (X) = ([X];) — ([X]_) wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej
jedna z wielkosei ([X],) 1 ([X]_) jest skonczona.

Wartos¢ oczekiwang mozna okresli¢ tylko dla zmiennej losowej o wartosciach liczbo-
wych (lub wektorowych) i nie jest ona niezmiennicza ze wzgledu na bijekcje zmiennych
losowych. Miary informacji, czyli kombinacje liniowe entropii, sg pewnymi charaktery-
stykami zmiennych losowych, ktére nie maja jednej, a niekiedy obu wymienionych cech.
W podejsciu wyabstrahowanym przez nas z podejscia elementarnego (Cover i Thomas,
1991, sekcje 2.1 1 9.1) entropie i inne miary informacji konstruuje sie w oparciu o dwa ty-
py miar pomocniczych — miary przeniesione i miary pomiarowe (te miary sa juz miarami
w sensie teorii miary).

Definicja 1.2. (miara przeniesiona) Dla zmiennej X przeniesiong miarg prawdopodo-
bienstwa na o-ciele obrazéw nazywamy miare Px = Po X1 :6(X) > B P(X € B).
Funkcje f mierzalng 6(X)/R mozna catkowaé przez podstawienie (f(X)) = [ fdPx,
jezeli oczywiscie [ [f(X)], dP < oo lub [[f(X)]_dP < ooc.

Definicja 1.3. (miara pomiarowa) Miara pomiarowa pyx zmiennej losowej X to do-
wolna niezerowa 1 o-skonczona miara na o-ciele obrazéw zmiennej X, px : 6(X) — R.

Miary pomiarowe sa niejawnymi parametrami okreslonej dalej entropii i innych miar
informacji. Zwykle uzywaé¢ bedziemy nastepujacego uktadu miar pomiarowych:
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e dla dyskretnej zmiennej losowej X — miary liczacej py : 2V > B+ card B,
e dla zmiennej rzeczywistej Y o nieprzeliczalnym Y (2) — miary Lebesgue’a

py : R > Bw— m(B),

e dla zmiennej wielowymiarowej X, — miary produktowej px,, = ftx, X ... X ix,.
Uktad tak okreslonych miar nazywac¢ bedziemy uktadem standardowych miar pomiaro-
wych. Napis Xy, := X; X ... X X} oznacza wielowymiarowa zmienng losowa powstata
przez skonkatenowanie wartosci zmiennych X, ..., X i odpowiedni dobér o-ciat obrazéw
i przeciwobrazéw, zob. dodatek A.1.

Definicja 1.4. (gesto$¢ prawdopodobienstwa) Jezeli Px,x  xx, < pfix; X ... X lix,
(symbol < oznacza relacje cigglo$ci absolutnej — definicja A.21), to definiujemy gestosé
prawdopodobieristwa px, . x, zmiennych Xy, ..., Xy, jako pochodng Radona-Nikodyma (zob.
twierdzenie A.22)

PX1,.. X, = dpxlx....xxk/d(/utx1 X... X Mxk)- (1-2)

Zauwazmy, ze jezeli istnieje gestoS¢ py y, to istnieje takze gestosc px.

Gestos¢ prawdopodobienstwa zalezy od przyjetych miar pomiarowych. Dla standardo-
wego uktadu miar pomiarowych mamy px,, = px, .. x,, gdyz dla owego uktadu zachodzi
fx,, = MUx, X ... X px,. Dla innych uktadéw miar pomiarowych mozemy mie¢ jednak
Xy, 7 X, X ... X lix, , @ W konsekwencji px,, # px,...x,. PodkreSlmy, ze dla standardo-
wych miar pomiarowych istnieja zmienne X takie, ze gestos¢ px nie istnieje. Przyktadowo,
gesto$é pyxz nie istnieje dla pary zmiennych rzeczywistych Y i Z takich, ze Z = f(Y).!
Dla zmiennej dyskretnej X zachodzi natomiast px(a) = P(X = a).

Definicja 1.5. (entropia) Entropiqg zmiennych Xi, ..., Xy nazywa si¢ wielko$é

H(Xl, ,Xk) = — <10ng1,...,Xk(X1 X ... X Xk)> = — /logpX17...7XdeX1X....XXk
= —//Jxl,...,xk log pxy,...x,, d(fx, X oo X pux,), (1.3)

gdzie funkcjalog to logarytm naturalny, za$ px, sq przyjetymi miarami pomiarowymi (por.
Cover i Thomas, 1991, sekcje 2.1 1 9.1).

Uwaga 1.6. Entropia jest niejawng funkcjg miary przeniesionej i miar pomiarowych.
W niektorych przypadkach wygodnie jest postrzegac miare przeniesiong jako parametr.
Wprowadzamy zatem dodatkowe oznaczenie, w ktorym Px x. xx, pojawia si¢ jawnie,
H(Xl, cees Xk, PXIX----XXk) = H(Xl, cees Xk)

Zatézmy chwilowo, ze px dla dowolnej rozwazanej zmiennej X jest standardowa miara
pomiarows (odpowiednim produktem miar liczacych i miar Lebesgue’a). W przeciwien-
stwie do wartosci oczekiwanej (X), entropia H(X) jest niezmiennicza wzgledem dosé
szerokiej klasy bijekcji zmiennej X:
<i> H<X1:k‘) = H<X17 "'7Xk‘>7 gdyz PX1 = PX1,, Xps
(i) H(Xzqay, - Xaw)) = H(X1, ..., Xj) dla dowolnej permutacji 7 : {1, ..., k} — {1, ..., k};
(iii) H(f(X)) = H(X) dla dowolnej zmiennej dyskretnej X i dyskretnej iniekcji f.

! Formalnie mozna uogélnié¢ funkcje rzeczywiste do dystrybucji i zdefiniowaé py«z(y,2) = §(z —

F@W)py(y) dla Z = f(Y), gdzie operator ¢ zwany jest delta Diraca. Niestety na dystrybucjach nie mozna
konsystentnie okresli¢ operacji nieliniowych takich, jak podnoszenie do potegi badz obliczanie logarytmu.
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Zalezno$¢ H(f(X)) = H(X) nie jest jednak prawdziwa dla dowolnej zmiennej rzeczywistej
X i dowolnej iniekcji f : R — R. Na przyktad, H(bX) = H(X)-+log(b) dla kazdego b € R.

Entropia jest takze pewna miara rozproszenia rozktadu zmiennej. Jak w przypadku
wielu innych miar rozproszenia, nie zawsze mozna przypisaé¢ entropii rzeczywistg wartosé
liczbowa. Dla zmiennych prostych (czyli zmiennych o skoriczonej liczbie wartosci) nie
ma takich problemdw, ale istniejg zmienne dyskretne o nieskonczonym alfabecie, ktérych
entropia jest nieskonczona.

Przyktad 1.7. (zmienna dyskretna o nieskorficzonej entropii) Okreslmy cigg r, =
n~(logn)™". Zachodzi Y o rm =00 dla 8 <1 oraz y oo Tm < oo dla > 1 (Knopp,
1956, rozdzial 14, wwagi 2-5).2 Zatem — > > rmlogr, = oo dlal < <2, gdyz

1 Bloglogn

1 - .
Fm 08 Tm n(logn)f=1 = n(logn)?

W szczegdlnosci, zmienna naturalna X o rozkladzie P(X =n) = p, =1,/ > oo Tm Ma
entropie H(X) = —>"°_| pm1og py = 00.

Dla zmiennej o wartosciach rzeczywistych entropia moze by¢ dowolna liczbg ujem-
ng, jezeli dowolnie mata masa prawdopodobienstwa koncentruje sie dostatecznie mocno
w otoczeniu przeliczalnego zbioru wartosci.

Przyktlad 1.8. (zmienna rzeczywista o dowolnie matej entropii) Niech

oy (1) = {pmbm, jesli x — [z] < 1/by,
0, jesli x — x| > 1/b|4),
gdzie Y pm = 1 oraz p, > 0, by, > 1 dla wszystkich m € N. Wyrazy b, mozemy
przedstawic jako by, = exp(Wpm/Pm)/Pm, gdzie by, > 1 <= w,, > pmlogpm, natomiast
pmlogp, < 0. W szezegolnosci wyrazy w,,, mogqg byé¢ dowolnymi nieujemnymsi liczbami
rzeczywistymai. Mamy

H(X) = = (log px(X)) = = > pn10g(pmbm) = = > wpn.

Jezeli w, = 1 dla kazdego n, to H(X) = —o0.

Przyktad 1.8 wskazuje, ze istnieja takze zmienne rzeczywiste X o nieokreslonym H(X).
Aby skonstruowaé takie X, wystarczy wziaé¢ rozktad o entropii — Y~ | py, logp, = oo
oraz wyrazy wp, takie, ze Y | [wy,], = 0o oraz Y| [wn]_ = oco.

Miarami informacji nazywa si¢ dowolne kombinacje liniowe entropii skonczonej licz-
by zmiennych losowych. Najczesciej dyskutowanymi miarami informacji sa nastepujace
wielko$ci:

Definicja 1.9. (miary informacji) Niech X, Y, Z bedq zmiennymi takimi, Ze okre-
slone i skonczone sq ich entropie dla standardowego uktadu miar pomiarowych. Entropig
warunkowq zmiennej X przy danej zmienne] Y nazywa sie wielko$é

H(X|Y) = HX xY) — H(Y), (1.4)

2 Zbieznosé dla 8 > 1 wynika takze z nieréwnoéci Krafta (6.1) i istnienia bezprzedrostkowej binarnej
reprezentacji w zbioru liczb naturalnych (Elias, 1975), zob. tez rozdzial 6.
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por. Cover i Thomas (1991, sekcje 2.2 1 9.2). Informacjg wzajemng miedzy zmiennymi X
1Y nazywa sie wielkosé

I(X;Y)=H(X)— H(X|Y)

=-H(XxY)+HX)+H(Y), (1.5)
por. Cover i Thomas (1991, sekcje 2.3 i 9.8). Warunkowq informacjg wzajemng miedzy
zmiennymi X 1Y przy danej zmiennej Z nazywa sie wielkosé
I(X;Y|Z)=H(X|Z)—- HX|Y x Z)
=—HXXYXZ)+HXxZ)+H(Y xZ)—H(Z), (1.6)

por. Cover i Thomas (1991, sekcja 2.5). Potréjng informacjg wzajemnag typu I miedzy
zmiennymi X, Y 1 Z nazywa sie wielkosé

V(X;Y;2)=—-H(XxYXxZ)+ HX)+ H(Y)+ H(Z). (1.7)
Potrojng informacjg wzajemnq typu II miedzy zmiennymi X, Y i Z nazywa sie wielkosé
I(X;Y;2)=1(X;Y) - I(X;Y|2)
=+ HX XY xZ)

~H(XxY)-HY xZ)—H(X xZ)
+H(X)+H(Y)+ H(Z), (1.8)

por. Cover i Thomas (1991, problem 2.12).
W szczegdlnosei dla standardowego uktadu miar pomiarowych mamy tozsamosci

(XY, 2)=-V(X; Y, Z2)+ I(X;Y)+ (Y, 2) + 1(X; 2), (1.9)
V(X;Y:2) = I(X;Y x Z)+ [(Y; Z) = [(X x Z:Y) + [(X; Z), (1.10)

I(X;Y X ZIW) = I(X; Y|W) + I(X; Z|Y x W)
— I(X; Z|W) + I(X;Y|Z x W), (1.11)

jezeli okreslone sg wielkosci po prawej stronie.

Zauwazmy, ze H(Z) = H(Z|1), gdy okreslona jest ktorakolwiek z tych dwdch wielko-
Sci, gdyz pzxi(z x 1) = [i = 1] pz(2). Podobnie I(X;Y) = I(X;Y|1). Wielkosci H(X),
H(X|Y), I(X;Y), I(X;Y|Z) nazywane sa miarami informacji Shannona (Yeung, 2002,
rozdziat 2). Dla zmiennych dyskretnych o skonczonej entropii dowolng z miar informa-
cji Shannona mozna wyrazi¢ jako pewna warunkowa informacje wzajemna: H(X) =
I(X;X|1), HX|Y)=I1(X; X|Y), [(X;Y)=I1(X;Y|1).

Wiadomo, ze wielkosci I(X;Y|Z) i V(X;Y; Z) zdefiniowane jako kombinacje liniowe
entropii dla standardowych miar pomiarowych sa zawsze nieujemne (Cover i Thomas,
1991). Niestety, wielkosci H(X|Y), I(X;Y), [(X;Y|2), V(X;Y;2), i I(X;Y;Z) nie
mozna okresli¢ za pomocg entropii bezwarunkowych, gdy te nie sg okreslone i skonczone.
W nastepnych akapitach sprobujemy uogélnié¢ definicje tych obiektow tak, by byty one
okreslone dla wiekszego podzbioru zmiennych losowych i spetniaty niektoére z tozsamosci
zachodzacych, gdy entropie bezwarunkowe sa okreslone.

Zauwazmy, ze standardowy uktad miar pomiarowych nie jest wystarczajacy. Przykta-
dowo nie wiemy, jakie sa miary pomiarowe dla proceséw badz dla zmiennych mierzalnych
wzgledem o-cial ogonowych, zob. dodatek A.1. Aby moéc zdefiniowaé¢ miary informacji
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Shannona dla dowolnych zmiennych losowych, musimy albo rozszerzy¢ uktad miar pomia-
rowych na dowolne zmienne, albo definiowa¢ miary informacji w oderwaniu od gestosci
prawdopodobienstwa.

W pierwszej kolejnosci zaargumentujemy, ze uktad standardowych miar pomiarowych
nie jest trywialnie rozszerzalny. Zauwazmy, ze miary te spetniaja dwa postulaty:

(i) Dla dowolnych zmiennych X i Y zachodzi réwno$é ux X pry = pixxy-

(ii) Dlazmiennych dyskretnych X iY = f(X), gdzie f jest iniekcja, zachodzi py o f = px.
Postulaty (i) i (ii) sa dostatecznymi warunkami decydujacymi o tym, ze w ujeciu ele-
mentarnym entropia i pewne inne miary informacji sa zawsze nieujemne (po uogdélnieniu
— zawsze okreslone dla jakichkolwiek zmiennych) badz niezmiennicze wzgledem szerokiej
klasy (po uogdlnieniu — wszystkich) mierzalnych bijekcji zmiennych losowych.

Aby okresli¢ miary pomiarowe dla jakichkolwiek procesow o wartosciach dyskretnych
lub rzeczywistych, przez analogie do postulatu (i) mogliby$my przyjaé trzeci postulat:
(iii) Dla dowolnego procesu Xt = (X¢)ier zachodzi px, = Xieritx,, gdzie miara Xierpx,

jest miara produktowa na produkcie nieskoniczonym (Pap, 2002, sekcja 5.3).

Niestety, gdy miary px, spetniaja pux, (X:(€2)) > 1 (wzglednie px, (X:(2)) < 1), a zbiér T
jest nieskonczony, to miara X;erpx, jest nieskoniczona (wzglednie zerowa) na wszystkich
niepustych zbiorach. Aby spelni¢ postulat (iii) w pewnym uktadzie o-skoficzonych miar
pomiarowych, trzeba przyjaé, ze dla kazdej zmiennej X miara px jest miarg prawdopo-
dobienstwa. Niewatpliwie nie moze by¢ to standardowy uktad miar. Niestety nie istnieja
takze takie miary prawdopodobienistwa px, ze postulat (ii) jest spetniony. W istocie po-
stulat (ii) glosi, ze miara px dla zmiennej dyskretnej X musi by¢é stata na atomach zbioru
X(Q). Jezeli card X (Q) < oo, to ux = [card X(2)]7! - card. Jezeli card X () = oo, to
kazda niezerowa miara stala na atomach zbioru X (€2) jest nieskonczona.

Jezeli nie mozna skonstruowaé¢ uniwersalnych miar pomiarowych dla wszystkich typow
zmiennych losowych, nie tamiagc postulatéow (i) i (ii), to jedynym wyjSciem pozostaje
konsekwentne definiowanie miar informacji w oderwaniu od pojecia miary pomiarowe;.

Pokazemy, ze warunkowa informacje wzajemna mozna zdefiniowaé¢ jako jednoznacz-
nie okreslona wielko$é z przedziatu [0, 00] nie tylko dla trzech zmiennych losowych bez
okreslania ich miar pomiarowych, ale takze dla (prawie) dowolnych trzech o-ciat. Nasza
konstrukcja jest pewnym rozwinieciem podejsé Gelfanda et al. (1956), ktérzy definiowali
bezwarunkowa informacje wzajemna miedzy o-ciatami, a takze Billingsleya (1965, sekcja
12), ktory okreslit entropie warunkowa jako funkcje dwoch o-ciat.

Okreslmy najpierw kilka poje¢ pomocniczych.

Definicja 1.10. (niewlasciwa pochodna miary) Niech v bedzie o-skoriczong miarg na
(Q,G1), a p — o-skoriczong miarg na (2, Go) spetniajgcg G1 C Go. Okreslamy niewla$ciwg
pochodng Radona-Nikodyma

Dv dv o dplg, dv ' (1 B dv ) (112)
D:LL d(:u|91 _'_V) . d(:u|91 +V) d(:u|91 _'_V) . d(:u|91 +V) ’ .

gdzie /0 := oo dla r > 0.

Oznaczmy S = (ulg, + v). Podczas gdy dv/dp moze byé dowolnie redefiniowa-
na/niezdefiniowana na dowolnym zbiorze z klasy zbioréw p-miary 0, to Dv/Dpu moze
by¢ dowolnie redefiniowana/niezdefiniowana wytacznie na dowolnym zbiorze z mniejszej
klasy zbioréw S-miary 0. Pomimo tego, Dv/ Dy jako odpowiednia klasa abstrakcji funkcji
o wartosciach [0, oo] jest okreslona zawsze, gdyz plg,,v < S.

Twierdzenie 1.11.
(i) Jezeliv,p < X\, to Dv/Dp = (dv/dN) : (du/dN).
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(ii) Jezeliv < u, to Dv/Du = dv/dpu.

Dowéd:

(i) Réwnosé Dv/Du = (dv/dS-dS/dN) : (du/dS-dS/d\) = (dv/d)) : (du/dN) zachodzi
na zbiorze A zawierajacym wszystkie punkty, na ktérych dS/dA > 0. Z definicji A
wynika, ze S(2\ A) = 0. Mozemy zatem utozsamié¢ (dv/d\) : (du/dN\) z pewna wersja
Dv/Dyp.

(ii) Poniewaz S < plg,, to [dulg, /dS|™t = dS/dulg,, a zatem Dv/Du = dv/dS -
48/ dulg, = dv/dplg, = dv/dp.

U

Wtasno$é (i) stanowi o uzytecznoscei niewlasciwej pochodnej Radona-Nikodyma. Wynika
z niej, ze (dv/dX\) : (du/d\) = (dv/dk) : (du/dk) dla dowolnych v, u < A kK, a sama
wielkosé¢ (dv/dX) : (du/d\) mozna zdefiniowaé w oderwaniu od A. Okreslenie Dv/Dpu
pozwala na eleganckie wybrniecie z nieprzejrzystego rozpatrywania implikacji poszczegol-
nych przypadkow absolutnej ciggtosci i nieciagtosci pewnych miar wzgledem innych.
Definicja 1.12. (dywergencja Kullbacka-Leiblera) Niech v bedzie skoriczong mia-
rg na (Q,G1), a p — skoniczong miarg na (Q,Gs), przy czym Gy C Go, v(Q) = p().
Uogdlniamy dywergencje Kullbacka-Leiblera (Kullback i Leibler, 1951) jako

D ()= [ 1o (g—u) dv (1.13)

gdzie log 0 := —o0, log oo := o0.

Catka (1.13) jest jednoznacznie okreslona nawet wtedy, gdy funkcja log (g—;) jest niecal-
kowalna w standardowym sensie (tzn. gdy [ ‘log <£—Z> ‘ dp = oo, Billingsley, 1979, sekcja
13). Dzieje sie tak, gdyz [ [log <g—;)] B dv < o0.

Twierdzenie 1.13. Dia miar v i p jak powyzej prawdziwe sq nastepujgce stwierdzenia:

(i) Wielkos$é Dy, (v||p) jest okreslona i nieujemna.

(ii) Dk (v||n) = 0o, jezeli v &K p.
(iii) Dgr (v||p) = 0 wtedy i@ tylko wtedy, gdy v = plg, -
() Dxr (vigllp) < Diy, (v]|p) dla G C G,

Dowdd:
(i) Oznaczmy ponownie S = (u|g, + ), h := dv/dS. Niech i, oznacza funkcje

ireg(2) == xlogr —xlog(l —z) — 2z +1 >0,

dookreslong jako dyeg(0) := 1, yeg(1) := 00. Calka

Dy, (v||u) = /log (%) dv = /log (%) hdS = /ireg(h)ds

jest okredlona i nieujemna, gdyz [(1—2h)dS = [dS-2 [dv = p(Q)+v(Q)—2v(2) =0
za$ [ ireg(h)dS jest okreslone, gdyz iy jest nieujemna.

(i) Dk (v||p) = oo, jezeli v & p, gdyz h = 11 iyee(h) = 00 na zbiorze dodatnie;
S-miary.

(ili) ROWnosé ieg(r) = 0 zachodzi wylacznie dla = = 1/2, a zatem Dyy, (v||n) = 0
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dv/dS = dul|g, /dS S-prawie wszedzie. Ten warunek jest za$
réwnowazny v = i|g, -
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(iv) Jezeli Dky, (v||p) = o0, to Dxr, (vlglln) < Dki (v||i) zachodzi automatycznie.
Jezeli Dy, (v||p) < o0, to v < p na mocy punktu (ii). Mozemy wowczas napisacé
Dy, () = J f(dvdp)dye ovaz Dy, (vlgl i) = J f(dvlg/dp)dp, gdsie f(z) = logs
dlax > 01 f(0) := 0. Jezeli A jest podzbiorem wszystkich punktéw, dla ktérych
dvlg/dp = 0, to dv/dp = 0 na A takze. A zatem Dy, (v||p) = [, f(dv/dp)dp oraz
Dxy, (vlgllw) = [o [(dv|g/dp)dp dla Q' = Q\ A. Oznaczmy g(z,z) = xlogxg +
x — a9 dla zg > 01 ¢g(0,2) = 0. Funkcja f jest wypukta, wiec dla z > 0, 2o > 0
i pochodnej f'(zo) = logao + 1 mamy g(zo,2) = f(zo) + F'(@o)(x — 20) < £(2).

dv|g
dp

v(Q) —v(Q) = 0, to zachodzi Dy, (v|g||i) = [, log (dV|9) dvlg = [, log (du\g> dv =
Jor G log <dylg) dp = Jo 9 (%, Z—Z) < Jo f (@) dp = Dy (v]|p).

Nieréwno$é g(zo, ) < f(x) zachodzi takze dla z¢ = 0. Poniewaz |, - Q) dp =

O

Dow6d nieréwnosci Dy, (v|g||pn) < Dy, (v||p) w zasadzie bazuje na dowodzie nieréwnosci
Jensena (Billingsley, 1979, sekcja 33), ktéry uzupetnilidémy o wykazanie okreslonosci cat-

ki [f (d”‘g> (g—; — %) dp, a wlasciwie prostszej calki [ (j—; — %) dp. (Okreslonosé

catki [ f’ <d"‘g> <d—Z — %) dp byta milczaco zatozona w oryginale.)

Definicje Dkr, (v||p) jako flog( )dl/ dla v < p oraz Dk, (v|jpn) = co dla v &€

podaje np. Devroye (1987). Definicja ta, cho¢ réwnowazna naszej, jest mniej przejrzysta.
Po pierwsze, w definicji Devroye’a nie wiadomo, dlaczego nalezy przyja¢ Dgy, (v||n) = oo
dla v &« p. Po drugie, w niektorych przypadkach wielkosé D—Z mozna wyrazi¢ przez inne
obiekty bez jawnego rozpatrywania, czy zachodzi v < u czy tez v & pu.

W dodatku A.6 przedstawiamy definicje miary diagonalnej P™ oraz warunkowej pro-
tomiary produktowej P99 dla o-cial Gy, G, Gs. Omawiamy tez (do$é¢ eklektyczne)
warunki, przy ktérych skonczenie addytywna funkcja P9592193 na G x G, x Gs daje sie
rozszerzy¢ do miary prawdopodobienstwa na o-ciele produktowym G; ® G ® Gs (twier-
dzenie A.41). Jezeli istotnie P9:9219 daje sie rozszerzy¢ do miary, to mozemy zdefiniowad

warunkowsg informacje miedzy o-ciatami Gy, Gs, Gs.

Definicja 1.14. (informacja miedzy o-ciatami) Jezeli okreslona jest warunkowa mia-
ra produktowa P99219 dla o-cial Gi,Gs, Gs, to warunkowq informacje wzajemng miedzy
o-ciatami Gy © Go wzgledem Gs definiujemy jako

I_(gl; g2|g3) = Dgp, (P(3)|g1®92®93||Pg1;g2|g3) > 0. (1'14)

Konstrukecja (1.14) jak najbardziej nawiazuje do pogladu wyrazanego przez Billingsleya
(1965, sekcja 12; 1979, sekcja 33), ze o-ciala same w sobie reprezentuja czesciows infor-
macje o wyniku eksperymentu losowego.

Przypomnijmy, ze w szczegdlnoéci warunkowa miara produktowa P91:9219 istnieje dla
Gs = {0,Q} oraz dowolnych G;,Gy. Oznacza to, ze bezwarunkowa informacja wzajemna
miedzy G a G, zdefiniowana jako I1(Gi; G) := I(Gi; Go| {0, Q}) = Dy, (P?|g,00,||P x P)
jest okreslona dla dowolnych o-cial G; i G,. Gelfand et al. (1956) pokazali, ze wielko$¢
1(G1; Gy) mozna zdefiniowaé w jeszcze inny sposob.

Przez analogie do zmiennych dyskretnych okreslmy dyskretne o-ciata.
Definicja 1.15. (o-ciala dyskretne) Mdwimy, Ze o-cialo B jest dyskretne, jezeli B =
o(A(B)), gdzie A(B) jest pewng przeliczalng klasq rozlgcznych niepustych zdarzen takich,
ze UAeA A = Q. Odpowiednio o-ciato dyskretne B nazywamy skoriczonym, jezeli zbior
A(B) jest skonczony
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Dla kazdego o-ciata dyskretnego B zbior A(B) dany jest jednoznacznie i nazywa sie go
zbiorem atomoéw (Billingsley, 1965, sekcja 12). Dla odréznienia, podobne oznaczenie A(X)
dla zmiennej losowej X oznacza alfabet tej zmiennej, czyli pewien zbiér A(X) D X ().
(definicja A.5).

Zauwazmy, ze o-ciala generowane przez zmienne losowe sa dyskretne wtedy i tylko
wtedy, gdy zmienne te sa dyskretne. Co wiecej, jakiekolwiek dyskretne o-ciala mozna
postrzegaé jako o-ciata generowane przez pewne abstrakcyjne dyskretne zmienne loso-
we (istnienie takich zmiennych wynika z pewnika wyboru). Skonczone o-ciata sa z kolei
generowane przez zmienne o skonczonym zbiorze wartosci.

Wréoémy do miar informacji. Zachodzi tozsamosé

P(A, N Ay)

1(G1;Gs) = sup Z P(A; N Ay)log m,

B1CG1,B2CG2 4, € A(Bz),A2e A(B2)

(1.15)

gdzie By 1 By sa dyskretnymi o-ciatami zawartymi odpowiednio w Gy i G, (Gelfand et
al., 1956, twierdzenie 4). By¢ moze I(Gy; G2|Gs) spehia tozsamoéé analogiczna do (1.15),
w ktérej role P(-) petni prawdopodobienstwo warunkowe P(-|Gs). Taka hipotetyczna toz-
samo$¢ mogtaby postuzyé do dalszego uogélnienia I(Gy; G»|G3) na przypadek, gdy nie
istnieje warunkowa miara produktowa P91:9219: Wzér (1.15) mozna stosowaé jako uogdl-
niong definicje informacji wzajemnej réwniez w przypadku, gdy G; i G, sa ciatami, a nie
o-ciatami (Gelfand et al., 1956).

Gelfand et al. (1956, wtasnosci 1-4 oraz [-1V) podaja bez dowodu kilka algebraicznych
wlasnosci bezwarunkowej informacji wzajemnej 1(Gy; Go). Na prace te natknelismy sie tuz
przed ztozeniem niniejszej rozprawy. Niezaleznie wykazalisSmy wcze$niej kilka analogicz-
nych wlasnosci dla uogélnionej informacji wzajemnej warunkowe;j.

Twierdzenie 1.16. Dia o-cial G1,Gs, G3, G4 prawdziwe sq¢ nastepujgce stwierdzenia:
(i) Roéwnosé _f(gl; G2|G3) = 0 zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy Gy 1L.G5|Gs.
(i) Zachodzi réwno$é 1(Gy; Ga|Gs) = 1(G2; G1|G3).

(111) Jezeli Go C Gs, to zachodzi nieréwnosé

1(G1;Go|Gs) < I(G1; GslGa). (1.16)

(iv) Nieréwnos¢ (1.16) zachodzi takze, jezeli Gy 1L Go|Gs @& Gy (definicja dzialania &
w dodatku A.6) i jednocze$nie

j(g1; Gs ® G3|Gy) = j(gl; Gs|Gs) + .f(gﬁ G2|Gs @ Ga). (1.17)

Uwaga 1. Jak sie okaze dalej, hipotetyczna addytywnosé (1.17) jest pewnym uogdlnie-
niem réwnosci (1.11).

Uwaga 2. Warunek Gy 11 G5|G3 ® G, zachodzi w szczegblnosei, gdy Go C Gs.

(v) Jezeli addytywnosé (1.17) zachodzi dla Gy = Gy, to zachodzi nieréunosé

1(G1;Go|Gs) < I(G1;G11Ga). (1.18)

Uwaga 3. Warunek (1.18) jest mocniejszym ograniczeniem wielkosci 1(G1; G|Gy) niz
ograniczenie I(G1;G2|Gy) < I(G1 @ Go; G1 @ Go|G4) wynikajace bezposrednio z pkt. (iii).

Dowéd: B
(i) Z twierdzenia 1.13 pkt. (iii) wynika, ze 1(G1;G2|G3) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
P91:92195 = PO)|; o6 o6, co jest Téwnowazne Gy 1L Gy|Gs na mocy twierdzenia A.40.
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(ii) Funkcja podcatkowa w (1.14) jest symetryczna wzgledem przestawienia G; < Gs.
(iii) Teze wynika z nier6wnosci Dky, (v|g||p) < Dkr (v||p) 1 zwiazku

dP(3)|91®92®g4 _ (dp(g)|91®g3®g4)‘g1®92®g4 _ (dp(g)‘g1®93®g4>|91®g2®g4

dPgl;QQ\(_h - dPgl;g3\g4‘gl®g2®g4 - dPgl;gs\(_h

(iv) Mamy
j<g1; QQ|Q4) < 1:(91; Go @ gs|g4) = 1:(91; gs‘gz;) + j(gl; gz‘gs S 94) = 1:(91; gg\g4),

gdyz I(G1;Go|Gs @ Gy) = 0 na mocy punktu (i).
(v) Na mocy punktu (iii) zachodzi I(Gy;G2|Gs) < I(G1; G2 @ G1]Gs), natomiast

j<g1; Go ® G1|Gy) = j<g1; G1|G4) + j<g1; G2|G1 @ Gy) = j<g1§ G11Ga),

gdyz G11LG5|Gy @ G, implikuje 1(Gy; G2|G1 @ Gs) = 0.
]

Powyzsze twierdzenie mozna prosto przetozy¢ na pewne twierdzenie o zmiennych lo-
sowych. Dla zmiennych losowych X, Y, W oznaczamy

I[(X;Y W) = I(o(X);0(Y)|o(W)), (1.19)

a takze I(X;Y) := I(c(X);0(Y)), jezeli wielkoSci po prawej stronie sa okreslone. Nume-
racja punktéw ponizszego twierdzenia odwzorowuje numeracje twierdzenia 1.16.
Twierdzenie 1.17. Dla zmiennych losowych X,Y, Z, W zachodzq nastepujgce fakty:

(0) Jezeli Y = f(Z), gdzie f jest bijektywnie mierzalne 6(Z)/5(Y), to o(Y) = o(Z)

(por. nieco ogélniejsze twierdzenie A.12), czyli I(X;Y|W) = I(X; Z|W).

(i) Réwnosé [(X;Y|Z) =0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X ILY|Z.

(i) Zachodzi réwnosé [(X;Y|Z) = 1(Y; X|Z).

(iii) Jezeli Y = f(Z), gdzie [ jest mierzalne 6(Z)/6(Y), to zachodzi nieréwno$é

I(X;Y|W) < I(X; Z|W). (1.20)
(iv) Nieréwnosé (1.20) zachodzi takze, jezeli X ALY |Z x W i jednocze$nie
I(X;Y xZIW)=I(X; ZIW)+ [(X;Y|Z xW). (1.21)
(v) Jezeli (1.21) zachodzi dla Z = X, to zachodzi nieréunosé
I(X;Y|W) < I(X; X|W). (1.22)

W powyzszym stwierdzeniu pkt. (0) i pkt. (iii) wziely si¢ z obserwacji, iz Y = f(Z)
implikuje o(Y) C 0(Z), jezeli f jest mierzalne 6(Z)/6(Y), por. twierdzenie A.12.
Zatézmy chwilowo, ze I(X;Y|W) = I(X;Y|W), jezeli I(X;Y|W) jest okredlone.
W elementarnych podrecznikach nieréwnosé (1.20), nazywana nieréwnoscia przetwarza-
nia danych, jest dowodzona wytacznie dla zmiennych dyskretnych w przypadku pkt. (iv)
(Cover i Thomas, 1991, twierdzenie 2.8.1) za pomoca addytywnosci (1.11), odpowiednika
(1.21). Dla tychze zmiennych dyskretnych przypadek pkt. (iii) zawiera sie¢ w przypadku
pkt. (iv). Uogélnienie nier6wnosci przetwarzania danych (1.20) na przypadek dowolnych
zmiennych rzeczywistych z elementarnego punktu widzenia wyglada na nietrywialne. Pro-
ba wykazania tej nieréwnosci przez dyskretyzacje zmiennych i przejscie z nig do granicy
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wiktataby nas w wyrazenie catki Lebesgue’a catka Riemanna i koniecznos¢ czynienia nie-
przejrzystych zatozen o odpowiedniej regularnosci funkcji podcatkowych.

Postuzenie sie teoriomiarowa definicja warunkowej miary produktowej pozwala bez
wigkszych ktopotéw uzyskaé bardzo mocne twierdzenia 1.16 1 1.17. W przeciwienstwie do
I(X;Y) wielkoé¢ I(X;Y) jest okredlona takze wtedy, gdy X i Y sa procesami stocha-
stycznymi i nie istniejg standardowe miary pomiarowe fx, [y .

W odréznieniu od elementarnej teorii informacji, addytywnosé (1.21) jest w znacznej
mierze hipotetyczna. Jest to ciekawe, gdyz dla zmiennych dyskretnych réwnosé (1.11)
wraz z wlasnoscia [(X;Y]Z) = 0 <= X 1L Y|Z jest silnym narzedziem we wniosko-
waniu o wtasnosciach niezaleznosci warunkowej (Yeung, 2002, sekcja 13.5). Mozliwosé
niezachodzenia teoriomiarowej addytywnosci (1.21) nie wydaje sie jednak zaskakujaca.
Niektore wtasnosci warunkowej niezaleznosci zaleza od tego, czy dla danej miary przenie-
sionej istnieja nietrywialne zdarzenia o zerowym prawdopodobienstwie. Przyktadowo, dla
zmiennych dyskretnych takich, ze P(X =Y =, Z = W =) > 0, zachodzi implikacja
XUAYWxZ ANXUZIWxY = XULUY x Z|W. Z drugiej strony implikacja ta nie
zachodzi dla Y = Z = (X, W) (Yeung, 2002, sekcja 2.1).

Wykazemy teraz, ze istotnie I(X;Y|W) jest rozszerzeniem I(X;Y|W). Przy okazji
dowiedziemy, ze I(X;Y|W) jest okreslone, gdy istnieje gestosé px .y w wzgledem pewnych
miar pomiarowych, za$ addytywnos¢ (1.21) zachodzi, gdy istnieje gestos¢ px.y,zw-

Przypomnijmy pojecie nadreprezentacji, ktorym postuguja sie Kowalczyk et al.
(2004). Dla standardowego uktadu miar pomiarowych i pary zmiennych X i Y nadrepre-
zentacja (bezwarunkowa) nazywa sie¢ funkcje gx.v(z X y) 1= pxxy(x X y)/(px(z)py (y)).
Nadreprezentacja warunkowg zmiennych X i Y wzgledem zmiennej Z nazwiemy funkcje
analogiczna, w ktérej gestosci pw(w) dla W = XY, X x Y zastepuje sie przez gestosci
warunkowe pyz(w X 2) := pwxz(w X 2)/pz(2), por. wzor (A.29).

Definicja 1.18. (nadreprezentacja warunkowa) Ustalmy dowolny uktad miar pomia-
rowych. Niech X, Y, Z bedg dowolnymi zmiennymi losowymsi, dla ktérych gestosé pxy.z
jest okreslona. Warunkowq nadreprezentacjg nazywamy funkcje

_ pxyz(T Xy X 2)pz(2)

| R . 1.23
gxviz(z Xy X 2) px,z(T X 2)py,z(y X 2) -

Worzigcie w definicji (1.23) gestosci pxy.z, px.z 1 py.z zamiast pxxyxz, Pxxz 1 Pyxz
skutkuje tym, ze nadreprezentacja jest niezalezna od przyjetych miar pomiarowych.

Twierdzenie 1.19. Rozpatrzmy dowolny uktad miar pomiarowych i zmienne XY, Z, W.
(i) Jezeli istnieje gestosé px.y.z, to istnieje warunkowa miara produktowa P7X)w(¥)le(2)
i zachodzq rownosci

DP(?)) |U(X)®U(Y)®U(Z)
D Po(X);0(Y)lo(2)

T(X,Y‘Z) = /loggx;y|zdpx><y><z = <10ggX;Y|Z<X XY x Z)> . (125)

(w1 X wa X ws) = gxyiz(X(wi) X Y (w2) x Z(w3)), (1.24)

(ii) Jezeli dla standardowego uktadu miar pomiarowych okreslone jest I(X;Y|Z), to
1(X:Y|Z) = [(X;Y|2).
(111) Jezeli pzxw = pz X pw oraz istnieje pxy.zw, to zachodzi addytywnosé (1.21).

Dowéd:
(i) Zdefiniujmy zmienna tensorowa

XRY®RZ:OxOQx02 (w Xws Xwsz) — (X(wy) X Y(ws) X Z(ws)).
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Zmienna ta jest izomorfizmem o-cial 6(X)®@ (V) ®d(Z)io0(X)®0(Y)® o(Z),
FX)®6(Y)25(Z)3 A — (XoY ®2) Y(A) eoX)®oY)®o(Z).
Wraz z o-ciatami odwzorowywane sg izomorficznie miary, np.

P(3)|0(X)®J(Y)®J(Z) = Pxxyxz © (X Y ® Z),
Pxyyxz = P% lo(xX)20(V)z0(2) © (X @Y ® A

Izomorficzne odwzorowanie dotyczy takze relacji miedzy miarami (absolutna ciagtos¢,
wyrazalno$¢ miar przez produkty miar), wartosci pochodnych Radona-Nikodyma oraz
wartosci catek funkeji odpowiednio mierzalnych (catkowanie przez podstawienie).

Dla Wy := X, Wy :=Y i Wy := Z oznaczmy f; := ptw, © Wi 1 iy, i 1= iy X oo X [,
gdzie 1; sa rézne. Poniewaz P(3)|U(X)®U(y)®g(z) < pxy,z, to z twierdzen A.42 1 A.41
pkt. (iv) wynika, ze istnieje warunkowa miara produktowa P7X):e(V)lo(Z) " Oznaczywszy

..........

X Wy X
(w1 X Wy X w3) _ P1,2,3(w1 %) w3)ﬂ3(w3)
p13(w1 X w3)pa3(wa X w3)

= gx;Y\Z<X(w1) X Y (wa) X Z(w3)),

DP(3) |0(X)®0(Y)®J(Z)
D Po(X);0(Y)|o(Z)

gdyz piy,..in (Wi, X . X wi,) = pwy,owy, (Wi (wiy) X oo x Wi (w;,,)). Wzor (1.25) jest
konsekwencja (1.24) i definicji warunkowej informacji wzajemnej miedzy o-ciatami.
(i) Niech px, py, pz beda standardowymi miarami pomiarowymi. Mamy pxyz =
PXxYxZ, PX,Z = PXxZ, PY,z = Pyxz Oraz

[(X:Y|Z) =
(log px,v,z(X XY x Z)) + (log pz(Z)) — (log px,z(X x Z)) — (log py,z(Y X Z)) ,

= (log pxyz(X XY X Z)+logpz(Z) —log px.z(X x Z) —log py z(Y x Z))

(i) Z pzxw = pz X pw mamy py zxw = pu,zw dla dowolnej zmiennej U. Zatem

Ix.ziw (T X 2 X W) gx,y|zxw (T Xy X 2 X w)
_ P Xw)pw (W) pxy,zxw (T XY X 2 X W) pzearfz<x W)
p;gw(l‘xw)p/zwm Mpxmw(yxzxw)

= gX;sz‘W(.T XYyXzX w)

Stad

I(X; ZIW) + [(X;Y|Z x W)

= (log gx;2w (X x Z x W)) + (log gx,yzxw (X XY x Z x W))
= (log gx,zw (X X Z x W) +10g gxy zxw (X XY x Z x W))
= (log gx;ysxzw (X XY x ZxW)) = [(X;Y x Z|W).
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Na mocy twierdzenia 1.19 nadreprezentacja gx.y (x xy) := gx,yj(x xyx1) = pxy (X
y)/(px(x)py(y)) réwna jest niewlasciwej pochodnej Radona-Nikodyma

DPXXY . dPXXy ) d(PX X Py) o
= : = gx3v, (1.26)
D(Px x Py)  d(px x py) ~ d(px X pry)

gdyz Pxxy,Px X Py < ux X py. 7Z drugiej strony nie mozemy w ogoélnosci napisaé
gxy = dPxyy/d(Px x Py), gdyz nie mozemy zapewni¢ Pxy.y < Py x Py. Dla pary
zmiennych dyskretnych X iY relacja Pxyxy < Px X Py zachodzi zawsze, ale dla innych
zmiennych moze by¢ inaczej.

Przyktad 1.20. Prosty przyktad zmiennych, dla ktorych nie zachodzi Px X Py < Pxxy
ani Pxxy < Px X Py, to zmienne rzeczywiste X,Y € [0,1] o mierze Pxyy:

Szary obszar to miara proporcjonalna do miary Lebesque’a na plaszczyinie, za$ czarna
linta to miara proporcjonalna do miary Lebesque’a na przekgtnej. W biatym kwadracie
zachodzi Px x Py € Pxxy, za$ na czarnej linii mamy Pxyy &< Px X Py.

Istotne dla dowodu addytywnosci (1.21) w twierdzeniu 1.19 bylo zalozenie, ze istnieja
takie miary py, py, pz, pw, 2 Pxxyxzxw <K px X py X pbz X pyw. Twierdzenie 1.19
mozemy bowiem tatwo przelozy¢ na jezyk o-ciat.

Twierdzenie 1.21.
(i) Warunkowa informacja wzajemna I(Gy; Go|Gs) jest okreslona, jezeli istniejq miary
p1, o, g takie, Ze PP|g ag,e6, < pin X pi2 X ju3.
(i) Addytywnosé (1.17) zachodzi dla o-cial Gi,Gs, Gs, Ga, jezeli istniejg miary py, s,

k3, fa takie: ze P(4)|g1®g2®93®g4 K p1 X g X g X [y
Dowdéd: Skonstruujmy zmienne X; : 2 9 w +— w, gdzie 0(X;) = G;, i obierzmy miary
pomiarowe fiy, = f; Oraz jx,xx,; = Hx, X fx,. Teza wynika z pkt. (i) i (iii) twierdzenia
1.19. O

Twierdzenie 1.22. Dia o-cial G;, 1 < i < n, istniejg miary ; takie, ze P™|g o og, <
1 X ... X by, jezeli co najwyzej jedno G; nie jest o-ciatem dyskretnym.

Dowdd: Bez zmniejszania ogdlnosci zatézmy, ze dyskretne sa G;, gdzie 1 <+ < n—1. Dla
tychze G; mamy A(G;) = {A, : k € N}, gdzie Ay, sa roztaczne. Poniewaz Q = J, oy Ai,
to dowolny zbiér A € G; ® ... ® G,_1 ® G, ma przedstawienie w terminach przeliczalnej
sumy roztacznych zbioréw

A=AN(Qx..xQ)
=An  |J  Auk X xAnig,, xQ

k1,...,kn—1€N

= U Al,k1 X ... X An*Lkn—l X Bkl,---,kn—l'

k1yeoskn_1€EN
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Jako miary pomiarowe obierzemy p; = Plg,. Poniewaz prawdopodobienstwo jest prze-
liczalnie addytywne, aby wykaza¢ P™|g o og, < H1 X ... X li, Wystarczy pokazaé, ze
Z P(AlJﬂ) Cat P(An_17kn71) . P(Bk;lw--aknfl) =0 Wynika P(Ck17___7kn71) =(0dla Ckl,...,kn,1 =
Ay NN A1k, N Biy k- To za$ jest oczywiste, gdyz P(Ch,.. k., 1) < P(Aix,)
oraz P(Ckl,---,kn—l) S P<Bk1,---,kn—1)7 a zatem P(ALkl) Ca P<An71,kn_1) . P<Bk1,...,kn—1> Z

[P(Chy,.. k)™ O

7 twierdzen 1.21 i 1.22 wynika okreslonos¢ entropii warunkowych dla proceséw dys-
kretnych. Najpierw jednak zdefiniujmy teoriomiarowa entropie warunkows w przypadku
ogolnym.

Definicja 1.23. (entropia o-ciata) Jezeli okreslona jest warunkowa miara produktowa
P939192 qla o-cial Gy, Go, to warunkowq entropie o-ciata Gy wzgledem Go definiujemy jako

H(G1|G2) := 1(G1;G11Ga) = Dt (PP |gy06:00, || P99"19) > 0. (1.27)

W szczegblnosci warunkowa miara produktowa P91:91192 istnieje dla G, = {0, Q} oraz
dowolnego G;. Zatem bezwarunkowa entropia teoriomiarowa zdefiniowana jako H(G,) :=
H (G| {0,9}) jest okredlona dla dowolnego o-ciata G;. Definicja postaci (1.27) jest stabo
znana w literaturze z powodu pewnych pozornie paradoksalnych jej wlasnosci. Nawet
Billingsley (1965, sekcja 12), ktéry uogdlnia entropie warunkowa H(G;|G2) na przypadek
o-ciata dyskretnego G; i dowolnego o-ciata Gy, odwotuje sie do zupelnie innej konstruke;ji.
W dalszej dyskusji pokazemy, ze definicja (1.27) jest uogélnieniem definicji zaproponowa-
nej przez Billingsleya.
Dla zmiennych losowych X, Y oznaczamy

H(X|Y) :=H(o(X)|o(Y)), (1.28)
a takze H(X) := H(o(X)). W przeciwiefistwie do informacji wzajemnej zachodzenie
réownoéci H(X) = H(X) dla entropii zalezy istotnie od tego, czy miara przeniesiona Py
jest bezatomowa.

Definicja 1.24. (ciggla zmienna rzeczywista) Rzeczywistq zmienng losowq Y nazy-
wamy zmienng ciaglq, jezeli zachodzi Py < m, gdzie m jest miarg Lebesque’a na R.

Twierdzenie 1.25. Dia dowolnej cigglej zmiennej rzeczywistej Y zachodzi H(Y) := oo.

Dowdéd: Oznaczmy przekatng D = {(r,r) : r € R}. Zauwazmy, ze Pﬁ(/Q)(D) = 1 natomiast
(Py x Py)(D) =0, gdyz (m xm)(D) = 0 zas Py x Py < m x m z zalozenia. Poniewaz
PP & Py x Py, to H(Y) = I(Y;Y) = Dy (PP||Py x Py) = . O

Twierdzenie 1.26. Niech X bedzie dowolng zmienng dyskretng za$ W dowolng zmienng.
Zachodzq nastepujgce fakty:
(i) Okreslona jest teoriomiarowa entropia warunkowa H(X|W).
(i) Jezeli dla standardowego ukladu miar pomiarowych okreslone jest H(X|W), to za-
chodzi réwnosé

H(X|W) = H(X|W). (1.29)

Dowéd:
(i) Teza wynika z twierdzenia 1.22 i pkt. (i) twierdzenia 1.21.
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(ii) Rownosé wynika z réwnosci

gx;xw (T % ' xw) = px xw(@xa’ xw)pw(w)/pxw(@xw)pxw(@ xw)

= [z = 2] pw (w)/ px.w(z X W),

gdyz px xw(z x 2’ xw) =[x = 2'] pxsw (x X w).
U

Z powodu tozsamosci (1.29) niekiedy entropie okresla sie mianem self-information (po
angielsku). Intrygujace jest, ze teoriomiarowa informacja wzajemna I(X; X|W) w szcze-
gblny sposéb przez réwnosé H(X|W) = I(X; X|W) wyrdznia miare liczaca px = card.
Trzeba podkresli¢, ze réwnosé H(X|W) = I(X; X|W) zachodzi wylacznie dla zmiennej
dyskretnej, ale za to réwniez wtedy, gdy H (X|W) jest nieskoniczone i gdy z tego powodu
I(X; X|W) nie istnieje.

Cover et al. (1989, strona 848, epsilon entropy) wspominaja o wtasnosci dowiedzione;
w twierdzeniu 1.25. Ich zdaniem wlasnos¢ ta przesadza o bezuzytecznosci pojecia entropii
teoriomiarowej w teorii kodowania. W dalszych rozdzialach pokazemy, ze jest to niczym
nieuzasadnione uprzedzenie. Twierdzenia 4.9, 5.1 i 6.12 positkuja sie pojeciem entropii
teoriomiarowej w sposob istotny.

Wtasnosé H(Y) = oo dla cigglej zmiennej rzeczywistej Y nie wyda sie paradoksal-
na, jezeli uswiadomimy sobie, ze zmienna taka jest w intuicyjnym sensie nieskonczonym
zrodtem informacji. W szcezeg6lnosci istnieje ciag niezaleznych zmiennych losowych o iden-
tycznym rozktadzie Zy takich, ze Y = f(Zy) dla pewnej funkcji f bijektywnie mierzalnej
(por. dodatek A.3).

Definicja 1.27. (proces Bernoulliego) Procesem Bernoulliego Zy nazywamy cigg nie-
zaleznych zmiennych losowych takich, ze Z;(}) ={0,1}, P(Z; =1) = P(Z; =0) = 1/2.

Twierdzenie 1.28. Dla cigglej rzeczywistej zmiennej losowej Y istnieje proces Bernoul-
liego Zy taki, ze Y = f(Zy) prawie na pewno dla pewnej funkcji f bijektywnie mierzalnej.

Dowéd: Zdefiniujmy dystrybuante zmiennej rzeczywistej Y jako Fy(y) := P(Y < y) =
Py({r e R:r <wy}). Jezeli Py < m, to Fy ma pochodna Fy (y) = (dPy/dm)(y) (Rudin,
1986, sekcje 8.1-8.6), czyli jest ciagta. Stad Fy (R) D (0, 1). Okredlmy funkcje kwantylowa
F71:(0,1) > p — inf {y: Fy(Y) = p}. Funkcj¢ odwrotng do F~! oznaczymy jako F.
Istnieje zmienna rzeczywista Y taka, ze Y = F YY) 1Y = F(Y) = Fy(Y) prawie na
pewno. Zauwazmy, ze Py((a,b)) = Py(Fy'((a,b))) = b —a = m((a,b)) dla odcinkéw
(a,b) C (0,1), czyli miara przeniesiona Y réwna jest mierze Lebesgue’a Py = MR-
7 twierdzenia A.16 wynika takze, ze istnieje proces Zy dany mierzalng bijekcja ¥ =
G2(Zn) =S50 2777, gdzie Z; € {0,1}, P(limsup,,_,., Z, = 0) = 0, P(limsup,,_,., Z, =
1) = 0. Poniewaz Py = m|R(0’1), to tatwo mozna sprawdzi¢, ze Zy jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych takich, ze P(Z; = 1) = P(Z; = 0) = 1/2. Mamy takze réwnos¢
Y = f(Zy) prawie na pewno dla f = F~1 o g,.

0

Z twierdzen 1.281 1.26 pkt. (ii) wynika alternatywny dowdd nieskoniczonosci teoriomia-~
rowej entropii dla cigglej rzeczywistej zmiennej Y. Z nieréwnosci przetwarzania danych
mamy bowiem

H(Y) = H(Zy) >sup H(Z,.,) = sup H(Z,.,) = supnlog2 = oo. (1.30)

neN neN neN



27

Pomimo tego, ze teoriomiarowe entropie zmiennych ciaglych sa nieskonczone, infor-
macje wzajemne pomiedzy roznymi zmiennymi ciggltymi moga by¢ skonczone. Tak dzieje
sie w przypadku proceséw gaussowskich.

Niech G¥ bedzie uzupetieniem o-ciata G wzgledem miary P (definicja A.18). Mozna
pokazac, ze zachodzi rownos¢

1(G1;G2|Gs) = 1(G15G31G3). (1.31)

Zarys rozumowania wyprowadzajacego (1.31) przedstawiamy w dodatku A.6. Mamy takze
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.29. Réwnosé H(G,|Gy) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy GE c GF.

Dowdd: Réwnosé H(gl|g2) = f(gl;g1|92) = 0 jest rownowazna G; 1 Gi|Gy. Relacja
G111 G1 |Gy zachodzi z kolei wtedy i tylko wtedy, gdy P(P(A1|Gy)P(A1]Gs) = P(A1]Gy)) =
1, czyli gdy P(P(A1|G2) € {0,1}) = 1 dla kazdego A; € G;. Z twierdzenia A.31
P(P(A1]G2) € {0,1}) = 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € Gy takie, ze
P(A; © Ay) = 0. W istocie takie A, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy G C G~ O

Twierdzenie 1.29 ma kilka ciekawych konsekwencji:

(i) Rownoéé H(G) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) € {0,1} dla kazdego
Aeg.

(i) Z warunkéw H(G1|Go) = 01 H(G,|G3) = 0 wynika H(G,|G3) = 0, gdyz relacja C jest
przechodnia. Ponadto dla dowolnej zmiennej Y mamy H (YY) = 0, nawet gdy Y jest
cigglty zmienng rzeczywista.

(iii) Z twierdzenia A.20 dla dowolnej zmiennej dyskretnej X réwnosé H(X|Y') = 0 zacho-
dzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f mierzalna 6(Y")/a(X) taka, ze X = f(Y)
prawie na pewno. Fakt ten mozna uog6lni¢ na przypadek, gdy X jest rzeczywista badz
borelowska zmienng losows.

Twierdzenie 1.30. (por. Billingsley, 1965, sekcja 12) Dla o-cial dyskretnych Gy, Go
oraz dowolnego o-ciata Gz zachodzg nastepujace zwigzki:

f_f(g1|g3) ( 2|Gs),  jezeli Gy C Ga, (1.32)
H(G1|G3) = 1(G1; G2|Gs) + H(G1]G2 @ Gs), (1.33)
Fl(gl|g2) = ( ; G3|G2) +H(g1|92@gs)> (1.34)
H(g1@92|g3) = H( |g3)+H(g1|g2@g3), (1.35)
H(G1|G2) > H(G1]Gs),  jezeli Gy C Gs. (1.36)

Dowéd: (1.32) wynika z nier6wnosci przetwarzania danych (twierdzenie 1.16, pkt. (iii)),
1(G1;G1/Gs) < 1(Gs; GalGs). ] _
Z twierdzen 1.22, 1.21 i 1.16 pkt. (iii) i (v), mamy 1(Gi;G1 @ G2|G3) > I(G1; G1|Gs)
(gh G1 @ Go|G3) < [<g17 G11G3), czyli

1(G1;G1 ® G2|Gs) = I(G1; G1Gs). (1.37)
A zatem j<g1§ G2|Gs) +f(gl§ Gi1|G® Gs) = 1:(91; G1 ®G2|G3)

(1.33). Zamieniajac w rozumowaniu Gy i Gg dowodzimy (1.34). Ma
G2|Gs) = 1(G1 @ G2;G2|G3) + 1(G1 @ Ga2; G1[Ga @ G3), czyli (1.35).
Nierownosé (1.36) wynika z (1.34), gdyz H(G1|G2 & G3) = H

1(G1;G1|G3), czyli zachodzi
amy takze [(G1®Ga; G1 D

(G1]Gs) dla Go C G3. O
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Dla o-ciata skoniczonego G; teoriomiarowa entropia H(G;|Gy) pokrywa sie z wielkoscia
<—2A€A(g1) P(A|Gs)log P(A|QQ)> zaproponowana przez Billingsleya (1965, sekcja 12)
jako uogodlnienie entropii warunkowej dla o-cial. Mamy bowiem nastepujace twierdzenie
uogodlniajace elementarne wlasnosci entropii warunkowej, por. Cover i Thomas (1991, le-
mat 2.1.1, twierdzenie 2.6.4):

Twierdzenie 1.31. Niech G, bedzie o-ciatem dyskretnym za$ Gy dowolnym o-ciatem.
Zachodzq relacje

H(g1|92):/ — ) P(A|Gy)log P(A|G,) | dP, (1.38)
AeA(Gr)
H(G1|G>) < log card A(G)). (1.39)

Dowéd: Dowolny zbiér B € G; ® G; ® G, ma przedstawienie w terminach przeliczalnej
sumy roztacznych zbioréw

B = U AXAIXBA,A/, BAA/EQQ.
A A€ A(Gr)

Oznaczmy I4(w) = [w € A]. Réwnosé P91:91192(A x A’ x By ar) fB P(A|Gy)IxdP

zachodzi na mocy twierdzenia A.32, gdyz funkcja P(A’|Gs) jest mlerzalna G2/R. Ponie-
waz P®|g 06,00, (AX A'X By a) = fBA . 1aladP, wiee dla pewnych wersji pochodnych

Radona-Nikodyma mamy

P(3)|91®91®g2 [A<w3>
AT (W1 Xwy X wz) = Z e
D PY1;91192 ACAG) P(IA|QQ)(W3)

Z definicji entropii warunkowej (1.29) wnioskujemy, ze

— IA((Ug)
H(G1|G,) = /1 A ) g p®)
(11 > AGAZ(:gl) P(14]G2)(ws) (w1 xwp X ws)

:/ — 3 Lilog P(A[G) | dP. (1.40)

A€ A(G1)

Przejscie od (1.40) do (1.38) wynika z twierdzenia A.32 oraz twierdzenia o zbieznosci
monotonicznej (przeliczalne sumowania w obu wzorach mozna wyciagnaé przed caltki), ja-
ko ze funkcje sumowane w obu wzorach sa mierzalne G, /R i nieujemne. Cover i Thomas
(1991, twierdzenie 2.6.4) dowodza, ze dla dowolnego rozktadu dyskretnego p spehiaja-

cego Y o p(r) = 1, p(x) > 0, zachodzi — ) .. p(x)logp(z) < logcardG. Stad (1.38)
implikuje (1.39). O

Z twierdzenia 1.31 wynika uogélnienie nier6wnosci (1.36) na przypadek dowolnego G,
por. Billingsley (1965, sekcja 12).

Twierdzenie 1.32. Dia o-ciata dyskretnego G, oraz dowolnych o-ciat Go, G3 mamy

H(G1|G2) > H(G11Gs),  jezeli Gy C Gs. (1.41)
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Dowéd: Oznaczmy f(z) := zlogz dla x > 01 f(0) := 0, a takze Oznaczmy g(xg,x) :=
xlogzg+x —xo dla g > 01 ¢g(0,2) = 0. Funkcja f jest wypukta, wiec dla z > 0, 2o > 0
i pochodnej f'(zg) = log xo+1 mamy g(zg, x) = f(xo)+ f'(x0)(x—z0) < f(2). Nieréwnosé
g(xo,z) < f(x) zachodzi takze dla zq = 0.

Jako ze [ 37 4c uq,) [P(AlGs) — P(A|G2)] dP = P(Q|Gs) — P(Q|G2) = 0, mamy

H(gl\gz):/ — ) Iilog P(A|Gy) dP:/ — ) P(A|Gs)log P(A|G,) | dP
ACA(G) A€A(G1)
— [|- X atptaig. gy | ap< [ |- Y fpeaigy | dp
| AcA(G) A€A(G1)
= H(G1|Go).

W przeksztatceniach wykorzystalismy fakt, ze jezeli log P(A|Gs) jest mierzalna Gy /R, to
jest takze mierzalna G3/R. O

W dowodzie twierdzenia 1.32 §ledzilismy wywod nieréwnosci Jensena, aby pokazaé, ze
nie ma ktopotow z catkowalnoscig — analogicznie jak w przypadku twierdzenia 1.13. Jest
dobrym pytaniem, czy nieréwnosé¢ (1.41) mozna uogélni¢ na przypadek dowolnego G;.

Konczac rozwazania o podstawowych miarach informacji, zauwazmy jeszcze, ze ana-
logicznie do informacji wzajemnej i entropii warunkowej definicje potrdojnej informacji
wzajemnej V(X;Y; Z) mozna rozszerzy¢ jako

V(G1;G; Gs) := D1, (P?g,00,00,]| P x P x P) > 0. (1.42)

(7 wtasnosci tej nie bedziemy korzystaé, wiec dowdd opuszczamy.)

W przeciwienstwie do potrdjnej informacji wzajemnej typu I, potrdjna informacja
wzajemna typu II nie ma ustalonego znaku i przez to w ogélnym przypadku moze by¢
nieokreslona. W przypadku elementarnym przyktadowo mamy [(X;Y;Z7) = [(X;Y) —
I(X;Y|Z) = —=I(X;Y|Z) < 0dla X 1LY iZ = g(X,Y), natomiast I(X;Y;7) =
I(X;Y)—-1(X;Y|Z)=1(X;Y)>0dla X = f(Z) 1Y = h(Z), por. Yeung (2002, sekcja
6.4). Oznacza to, ze dla warunkowej informacji wzajemnej nie ma analogonu nieréwnosci

(1.41) typu 1(G1;G2|G3) > 1(G1;G2|Ga), gdy Gs C Gy oraz Gy # Go.






Rozdzial 2

Graniczne miary informacji procesu

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé procesy stacjonarne Xy takie, ze dla kazdej wie-
lowymiarowej zmiennej X,,., = X;, X ... X X;;, n > m, n,m € Z:
(i) okreslona jest standardowa miara pomiarowa piy,,., = fx,, X ... X fx,,
(ii) istnieje gestosé prawdopodobienstwa px, .,
(iii) entropia H(X,,.,) sa okreslona i skoniczona.
Z rozdziatu 1 wiemy, ze dla takich proceséw I(X,,.n; Xia|Xij) = I(Xonom; Xpa| Xirj), a gdy
zmienne X; sa dyskretne, mamy takze H (X Xi) = H(Xomn| Xpa). Przypomnijmy tez,
ze dla procesow stacjonarnych rozktady prawdopodobienstwa skonczonych podzbioréw
zmiennych losowych sg niezmiennicze ze wzgledu na translacje. Wtasnosé ta implikuje
pewne szczegolne wtasnosci entropii.

Definicja 2.1. (entropia blokowa) Dla procesu stacjonarnego Xy entropig blokowq
nazywa sie funkcje

0 n=20;
H = ’ ’ 2.1
x(n) {H<Xz'+1:i+n)7 n >0, 1)

gdzie v € Z jest dowolng liczbg catkowitq.

Uwaga 2.2. Dia funkcjonatu entropii jawnie sparametryzowanego miarqg przeniesiong
Py, oznaczamy H(n; Px,) := Hx(n). Analogicznie oznaczamy wielkosci h(Px,) := hx,
h(Px,) := hx, E(Px,) = Ex, E(n;Px,) := Ex(n) itd. dla wszystkich funkcjonatéw
entropii blokowej definiowanych w tym rozdziale. Indeks X w oznaczeniach Hx, hx i Ex
nalezy rozumiec jako skrotowe oznaczeniem procesu X = Xz, do ktorego odnoszq sie te
wielkosci.
Niech A oznacza operator réznicowy, AF(n) := F(n) — F(n —1).

Twierdzenie 2.3. (por. Crutchfield i Feldman, 2003) Entropia blokowa speinia na-
stepujgce zaleznosci

AH)((TL) = H(Xn|X1:n_1). (22)
A2Hy(n) = —I(X1; Xo| Xom_1), (2.3)

gdzie H(X1|X1.0) := H(X1) oraz 1(X1; Xo| Xo.1) := [(X1; X3). Zatem dla dowolnego pro-
cesu stacjonarnego Xz, entropia blokowa jest funkcjq wklestq (A*Hx(n) < 0). Dla procesu
X7z o wartosciach dyskretnych entropia blokowa jest takze funkcjq dodatnig (Hx(n) > 0)
i niemalejacg (AHx(n) >0).
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Dowébd:

H(X,|X1n1) = H(X1 n) — H(X1.p 1) =
—I(X1; X | Xoim1) = H(Xln) — H(Xqp.po 1) (X2n) + H(X2:n-1)

O

Przy okazji omawiania wlasnosci réznic entropii blokowej warto zwrdci¢ uwage na
nastepujace przedstawienie:

n k
D+ ) [Hx(1)+ ) A’Hx(l)
k=2 =2
= nHy (1) + zn:(n — k+ 1)A2Hy (k). (2.4)

Wprowadzimy teraz dwie wielkosci graniczne — intensywno$¢ entropii (entropy rate)
i entropie nadwyzkowa (excess entropy).

Definicja 2.4. (intensywnos$é entropii) Intensywnosciq entropii procesu stacjonarnego
Xz nazywa sie wielkosé

hx = lim AHx(n) = Hx(1) + i A*Hx (n). (2.5)

n—oo

Jezeli entropia blokowa jest okreslona, to intensywno$¢ entropii hx jest jednoznacznie
okreglona jako wielkoé¢ z przedziatu [—oo, Hx(1)], gdyz A?Hy(n) < 0. Dla procesu X7z
o wartosciach dyskretnych zachodzi hx € [0, Hx(1)].

Uzasadnieniem nazwy ,intensywnos¢ entropii” jest nastepujace twierdzenie, por.
Yeung (2002, sekcja 2.9):

Twierdzenie 2.5. Intensywnosé entropii spetnia réownosé

i
hy = lim x(n).

n—0o00 n

(2.6)

Dowéd: AHx (-) jest funkcja malejaca. Zatem Hx(n) = Hx(m)+> ", AHx (k) spel-
nia nieroéwnosci

Hx(m)+ (n—m)-AHx(n) < Hx(n) < Hx(m) + (n —m) - AHx(m). (2.7)

Ktadac m = 0 w lewej nieréwnosci, otrzymujemy AHy(n) < Hy(n)/n. Ktadacm =n—1
w prawej nieréwnosci, otrzymujemy Hx(n) < Hx(n— 1)+ AHx(n—1) < Hx(n—1) +
Hx(n—1)/(n—1), czyli Hx(n)/n < Hx(n —1)/(n — 1). Poniewaz n +— Hx(n)/n jest
funkcja malejaca, granica h'y := lim,,_, Hx(n)/n istnieje i spelnia nieréwnosé b’y > hx.
Kladac n = 2m w prawej nieréwnosci (2.7) i dzielac obie strony przez m, w granicy
m — oo otrzymujemy 2hy < by + hx, czyli b’y = hx. O
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Definicja 2.6. (entropia nadwyzkowa) Entropig nadwyzkowq procesu stacjonarnego
Xz nazywa sie wielko$é Ex = lim,_.., Ex(n), gdzie

Ex(n) = I(X _ny1.0; X1m)- (2.8)

Dla kazdego procesu Xz, entropia nadwyzkowa FEx jest jednoznacznie okreslona jako
wielko$¢ z przedziatu [0, 0], gdyz Ex(-) jest funkcja niemalejgca. Nieréwnosé Ex(n) >
Ex(n — 1) zachodzi na mocy nieréwnosci przetwarzania danych (1.16).

Uzasadnieniem nazwy ,entropia nadwyzkowa” jest nastepujace twierdzenie, por.

Crutchfield i Feldman (2003):
Twierdzenie 2.7. Dla funkcji zdefiniowanych wzorami

Ex(n) = Hx(n) —nAHx(n), (2.9)
Ex(n) = Hx(n) — nhx (2.10)
zachodzq nieréwnosci
0 <Ex(n) < Ex(n) < Ex(2n) < Ey, (2.11)
Ex(n) < Ex(n) < Ey, (2.12)

pray czym Ex(-) i Ex(+) sq funkcjami niemalejgcymi. A zatem

Ex = lim Ex(n) = lim Ex(n) = lim Ex(n). (2.13)

NB. Funkcje Ex(-), Ex(+), Ex(:) nazywaé¢ bedziemy entropiami nadwyzkowymi skoriczo-
nego rzedu.

Dowéd: Mamy

n

Ex(n) = H(X1.n,) — H(X1:0| X _nt100) = Z [H(Xi| X1.-1) — H(XG | X Cng1-1)]

=Y [AHx(i) = AHx(i+n)] = =Y Y A*H(i + j)

i=1 i=1 j=1

- _ i(k — DA?Hy (k) — Zzn (2n — k + 1)AZHy (k), (2.14)

Ex(n) =Y [AHx(i) — AHx(n)] ==Y > A*Hy(j)
i=1 i=1 j=i+1
= i(k: — 1)A%Hy (k). (2.15)

k=2

Kazda z wielkoéci Ex(n), Ex(n), Ex(2n) jest suma nieujemnych wielkoéci —A2Hy (k)
mnozonych przez nieujemne wspotczynniki. Wspoétezynniki mnozace ustalong wielkosé
—A?Hx (k) rosna odpowiednio dla kolejnych wielkogci Ex(n), Ex(n), Ex(2n). Stad wy-
nika 0 < Ex(n) < Ex(n) < Ex(2n). Na mocy podobnego argumentu Ex(n) < Ex(n +
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1), czyli Ex(-) jest funkcja rosnaca. Zatem granica lim, .., Ex(n) istnieje i jest réwna
lim,, .o Ex(n).
Dla m > n zdefiniujmy

Ex(n;m) = Hx(n) —nAHx(m) = Ex(m) +n[AHx(n) — AHx(m)]
== (k—1)A’Hx(k)— Y nA*Hx(k). (2.16)
k=2 k=n+1

7 (2.16) wynika Ex(n;m) < Ex(n;m41). Zatem granica lim,, .., Ex (n;m) istnieje i jest
réwna Ex(n). Poréwnujac wspotezynniki przy —A2Hy(k), wnioskujemy, ze Ex(n) <
Ex(n;m) < Ex(m) dla m > 2n. Na mocy podobnego argumentu E(n;m) < E(n+ 1;m).
Dla m — oo te dwa zestawy nieréwnosci implikuja Ex(n) < Ex(n) < Ex oraz E(n)x <
Ex(n+1), a zatem lim,_.., Ex(n) = lim, .o Ex(n), za$ Ex(-) jest funkcja rosnaca. O

W $wietle (2.11) wartoéé Ex(2n) jest zwykle lepszym niz Ex (n) przyblizeniem entropii
nadwyzkowej Fx, ktore mozna obliczy¢ z 2n-wymiarowego rozktadu zmiennych Xj.o,.
Pomimo tego warto zauwazy¢, ze dla procesu stacjonarnego Fx(n) = I(Xi.,; Xni1.20)
maksymalizuje wartosé¢ informacji wzajemnej 1(X1..; Xpy1.20)-

Twierdzenie 2.8. Dla dowolnego n i k < n/2 zachodzi nieréunosé

I(Xlzk—l; an) S I(Xlka Xk—l—l:n)- (217)

Dowdéd: Mamy

I(Xyg—1; Xin) — I(Xyk; Xoy1m) = Hx(k—1)+ Hx(n—k+1) — Hx(k) — Hx(n — k)
n—k+1

=AHyx(n—k+1) = AHx(k)= Y  A’Hx(l) <0.
I=k+1

O

Chociaz Ex (), Ex(-) i Ex(-) sa funkcjami niemalejacymi, nie sq one zwykle funkcjami
wklestymi. W szczegdlnoéci A?Ex(n) wyraza si¢ jako kombinacja liniowa stalej liczby
roznic A?Hx (k),

2n—1

AEx(n)=— Y 2AM°Hy(k) — A*Hx(2n), (2.18)
k=n-+1

A’Ex(n) = 2A%Hx(n) — A’Hx(2n — 2) — 2A%Hx(2n — 1) — A*Hx (2n). (2.19)

Omoéwmy teraz niektore elementarne whasnoscei entropii nadwyzkowe;j.

Definicja 2.9. (proces finitarny, Crutchfield i Feldman, 2003) Mdwimy, Ze proces
stacjonarny Xz jest finitarny, jezeli Ex < oo.

Twierdzenie 2.10. (Shalizi, 2001) Zachodzi nieréwnosé

Hx(1) — hy < Ex. (2.20)

Dowébd: Mamy Hx(]_) — hX = — ZZOZQ A2Hx(k3) S — ZZO:Q(I{? — 1)A2Hx(k3) = E)(. O
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Na mocy twierdzenia 2.10 kazdy proces taki, ze hx = —oo, jest niefinitarny. (Przyktadem

proceséw spetniajacych réwnosé hx = —oo sa gaussowskie procesy deterministyczne.)
W pewnych przypadkach warto$¢ entropii nadwyzkowej wiaze si¢ z tym, czy dany

proces mozna przedstawi¢ jako ukryty tancuch Markowa (definicja A.46).

Twierdzenie 2.11. Proces stacjonarny Xy jest finitarny, jezeli Xz jest ukrytym tancu-

chem Markowa z procesem ukrytym Yy takim, Ze Y, = (X; X Y;)iez jest stacjonarny,

okreslona jest entropia blokowa Hy i I(Yy;Yiy1) < oo.

Dowéd: Na mocy nieréwnosci przetwarzania danych (1.20) zachodzi I(X_ 1105 X1:n) <
I(Y_pi1.0; Yim), a stad Ex < Ey. Poniewaz Yz jest stacjonarnym tancuchem Markowa,
to mamy

= (n = D)I(Yy; Yo|Vam 1) = I(Y1;Y2) < 00,
n=2

gdyz I(Y1; Yu|Yam_1) = 0 dla n > 2 na mocy twierdzenia 1.17, pkt. (iii). O

Przyktad 2.12. Jezeli Xy i Yy sq procesami dyskretnymi o skornczonej liczbie wartosci,
to I(Yi; Y1) < H(Y;) < H(X;) + H(Y;) < oo. A zatem wszystkie takie ukryte procesy
Markowa sq finitarne.

Zalozenie I(Yj; Y1) < oo w twierdzeniu 2.11 jest istotne. Istnieja bowiem przyktady
dyskretnych niefinitarnych proceséw Markowa o nieskonczonej liczbie wartosci.

Przyklad 2.13. (niefinitarny tanicuch Markowa) Niech proces Xz, gdzie X;(2) C N,

ma rozklad P(X1x = nik) = Py Hfﬂpni_l,ni/pm_l, gdzie pn, = > " | Pum- Macierz
(Prm)n.men definiujemy jako macierz symetryczng

Prnm = PGnp [[TL = m]] + (]- - p)a'na'ma

gdzie 0 < p,a, <1, Zj’;l an, =1, —ZJ L an log a, = oco.
Pokazemy teraz, ze dowolny proces Xz tej postaci jest niefinitarny. Po pierwsze za-
uwazmy, ze p, = a,. Niech k:= (1 —p)/p. Wowczas

I =3 P log L2
= Z (pa, + (1 — p)az) log pa <a? pla + Z(l — p)ayay, log(l — p)
n n n#m

:Zp(an+/<;ai) (logp + log (a;,* <1—Za ) p)log(1l —p)

>p <—Zanlogan> +plogp + (1 —p)log(1 — p) = oc.

j=1

Proces z przyktadu 2.13 jest jednoklasowym stacjonarnym tancuchem Markowa, a zatem
jest ergodyczny (Hernandez-Lerma i Lasserre, 2003; Kemeny et al., 1966).

W ogélnym przypadku, obliczenie wielkosci AHx(n) i Ex(n) wymaga catkowania po
n-wymiarowych rozktadach prawdopodobienstwa. Petna informacja o wysokowymiaro-
wych rozktadach rzadko bywa dostepna przy modelowaniu danych empirycznych. Z tego
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wzgledu warto bada¢ jakosé¢ takich oszacowan intensywnosci entropii i entropii nadwyz-
kowej, ktore wyrazaja sie przez funkcje wartosci oczekiwanych zmiennych niskowymia-
rowych. Poniewaz AHx(n) i Ex(n) sa funkcjonatami ciagu (I(X1; X,|X2.m—1))nen, jed-
nym z interesujacych probleméw szczegdtowych jest badanie zwigzkéw pomiedzy informa-
cja wzajemna I(X7; X,,) a warunkowa informacja wzajemna I(X7; X, |X2.,—1). R6Znica
I(Xy; Xy Xoono1) = (X33 X) — I(Xy; X, | X2—1) moze mieé¢ znak dowolny, ale pewne
ograniczenia istnieja, por. Yeung (2002, rozdzialty 6, 12-14, 16).

W pierwszej kolejnosci warto zwrdoci¢ uwage na ograniczenia najprostsze. Z nierownosci
przetwarzania danych (1.20) wynika banalna nieréwnosé

I(Xo; Xn) < 1(Xo; Xp:n) = Y 1(Xo; Xel X11). (2.21)
k=1

Nieréwnosé (2.21) ma pewien nieoczekiwany odpowiednik dla szeregéw czasowych — nie-
réownos$¢ (11.7), lecz niezaleznie od tego jest to nieréwnos$¢ bardzo staba. Prawa strona
nierownosci jest zawsze rosngca funkcjg n. Z kolei lewa strona jest malejaca funkcja n
dla procesow Markowa, gdyz nieréwnosé I(Xg; X,) < I(Xo; X,—1) wynika z wlasnosci
Xo L X,|X,,—1 na mocy twierdzenia 1.17 pkt. (iv). Pomimo tego, istnieja proste procesy
Markowa, dla ktérych réwnosé w (2.21) jest osiagana dla kazdego n.
Przykltad 2.14. Niech X; := Y X Z;, gdzie Zy jest zbiorem niezaleznych dyskretnych
zmiennych losowych o identycznym rozkladzie, zas 'Y jest dyskretng zmienng losowq.
Wowczas proces Xz jest stacjonarnym procesem Markowa, 1(Xo, X,) = 1(Xo;X1),
I(Xo, Xk| X1k-1) = 0 dla k > 1, a zatem réwno$é w (2.21) zachodzi dla wszystkich n.

Nieco inny problem oszacowania wartos$ci intensywnosci entropii i entropii nadwyzko-
wej pojawia sie, gdy wartosci Hx(n) znane sa tylko z pewna doktadnoscia. Zadanie tego
typu pojawia sie jako naturalna konsekwencja problemu szacowania entropii blokowe;j
jezyka naturalnego przez zgadywanie (Shannon, 1950).

Twierdzenie 2.15. Niech Xz bedzie dowolnym stacjonarnym procesem stochastycznym.
Jezeli entropia blokowa spetnia A(n) < Hx(n) < B(n) dlan € I CN, to

A(l) - B(k) B(l) — A(K)

<AH <
= SAHx) ==

(2.22)
dlak<n<l kilel.

Dowéd: Dla dowolnego stacjonarnego procesu stochastycznego AHx(n) jest malejaca
funkcja n. Stad A(l) — B(k) < Hx(l) — Hx(k) = ' AHx(m) < (I = k)AHx(n)
dla k < n < I. Analogicznie A(k) — B(l) < Hx(k) — Hx(l) = =3 _ w1 AHx(m) <
—(l—k)AHx(n). O
Przyklad 2.16. Niech A(n) = aB(n), B(n) =nP, 8 € (0,1), zas A(n) < Hx(n) < B(n)
zachodzi dlan € N. Dlan =k, | = rk mamy AHy (n)/n?~! e [a2=1 rP=a]

r—1 7 r—1
Twierdzenie 2.17. JeZeli zachodzi A(n) < Hx(n) < B(n) dlan € I CN, to
[A(k) — kB(I) IB(k) — kA(I)
l—k l—k

<Ex(k) < (2.23)

dlak,lel.

Dowéd: Mamy Ex(n) = Hx(n) — nAHx(n). Stad A(n) — n[B(l) — A(k)]/(l — k) <
Ex(n) < B(n) —n[A(l) — B(k)]/(l — k) < Ex(n) dla min(k,l) < n < max(k, ). Kladac
n = k, otrzymujemy teze. O



Rozdzial 3

Calkowe przedstawienia miar granicznych

Intensywnosé entropii i entropia nadwyzkowa, zdefiniowane w rozdziale 2, sa pewnymi
granicznymi miarami nieprzewidywalnosci i pamieci stacjonarnego procesu stochastycz-
nego. Rodzi sie pytanie, czy wielkosci te mozna zdefiniowaé bezposrednio jako warunkowe
informacje wzajemne pomiedzy pewnymi o-ciatami.

7 rozdzialu 1 wiemy, ze mozemy okredlié wielko$¢ H(X,|X_oom—-1) dla procesu
X7 o warto$ciach dyskretnych oraz wielkos¢ I (X _oom—1; Xn:oo) dla dowolnego procesu.
Przez X .1 1 Xp.oo TOZUMiemy pewne zmienne losowe mierzalne wzgledem o-ciat
0(U;j<,, 1 0(X3)) oraz o(U,s, 0(X;)), okreslone w dodatku A.l. Interesujacym pyta-
niem jest, w jakich przypadkach dla procesu stacjonarnego Xz zachodzg réwnodci
hx = H(Xpi1|X_oom) oraz Ex = I(X_somn; Xni1:0o). Ponizsze twierdzenie orzeka,
ze pierwsza z tych réownosci jest prawdziwa dla zmiennych X; o skonczonym zbiorze
wartosci, a druga z nich jest prawdziwa zawsze.

Twierdzenie 3.1. Niech Gy, Go, Gz bedg pewnymi o-ciatami. Niech ciggi o-cial (QJ(-"))J-GN,
7 =1,2 spelniajg QJ(-n) C gj(."“) oraz G; = O(U]EN g](.")). Wowczas prawdziwe sq nastepu-
jace stwierdzenia:

(i) Jezeli istnieje warunkowa miara produktowa P959219  to zachodzi réwnosé

lim 1(G[":G3"|Gs) = 1(Gy; GalGs). (3.1)
(i1) Jezeli Gy jest o-ciatem skonczonym, to zachodzi rownosé
Jim 11(G|G5") = H(G1|G2). (32)

NB. Jezeli G; jest nieskoniczonym o-ciatem dyskretnym, to z nieréwnosci (1.36) w og6lnym
przypadku mamy tylko nieréwnoéé lim,,_, H (g1|g;‘)) > H(G1|G,). Pkt. (i) powyzszego
twierdzenia udowodnil Billingsley (1965, twierdzenie 12.1). Gelfand et al. (1956, twier-
dzenie 1) podaja bez dowodu wersje pkt. (i) dla bezwarunkowej informacji wzajemnej dla

ciagéw cial (niekoniecznie o-ciat) (gj(»n)) jen, gdzie G = U, ey gj(,”).
Dowéd:
(i) Niech (71, %) = (G, g2"))_dla pewnego n lub (J1, J2) = (G1, G2). Z istnienia miary
P91:9219 wymika okredlonosé I(Jy; Jo|Gs). Oznaczmy S = P91:9%219 4 pO)|g oo oo
7 dowodu twierdzenia 1.13 mamy, ze

j(jl, j2‘g3) - /ireg (dP(3) |jl®J2®gs/dS) dS’

gdzie iyee(2) == zlogx — xlog(l —z) — 22+ 1 > 0. Z kolei z twierdzenia A.24 o zbiez-

noéci martyngaléw wynika, ze lim, . dP(3)|g(n)®g(n)®g3/dS = dP®|g 06,80,/dS
1 2

S-prawie na pewno. Poniewaz funkcja i, jest ciggla i nieujemna, to z lematu
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Fatou ([liminf, . h,dp < liminf, . [ h,dp dla h, nieujemnych i odpowiednio
mierzalnych, Rudin, 1986, sekcja 1.28) otrzymujemy

lim inf 1(G™: G5 |Gs) > 1(Gy; Ga|Gs).

Poniewaz z nieréwnosci przetwarzania danych (twierdzenie 1.17 pkt. (iii)) wynika takze
relacja przeciwna

lim sup [( ggn 1G3) < 1(G1;G2|Gs),

n—oo

to wnioskujemy, ze zachodzi réwnosé (3.1).
(ii) Niech A € A(G;) beda atomami o-ciala G,. Z twierdzenia A.24 o zbieznosci mar-
tyngaléw zachodzi zbieznosé

lim P(A|GS) = P(A|G,) prawie na pewno.

7 kolei z twierdzenia 1.31 mamy

(G| T2) = / — Y P(AI%) log P(AIZ) | aP,

A€A(G1)

gdzie Jp = gg”) dla pewnego n lub J; = Gy. Poniewaz dla x € (0, 1] funkcja f(z) =
zlogx € [0, 1] jest ciagta i ograniczona, to (3.2) wynika ze skoniczonosci A(Gy) 1 twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowalnej ( f lim,, .o hpdp = lim, f h,dp dla
h, takich, ze |h,| < g1 [ gdu < oo, Rudin, 1986, sekcja 1.34).

U

Zauwazmy, ze réwnosé (3.1) jest szczegdlnym przypadkiem réwnosci

tin [ f(@viges i = [ Flavls/dyin (3.3)

ktéra zachodzi dla G C G| G = (|, ™) oraz dowolnej nieujemne;j i wypukle]
funkeji f takiej, ze caltka [ f'(dv|gm /dp)(dvlg/dp — dv|ge /di)dp jest okreslona. W tym
przypadku réwnosé (3.3) zachodzi z powodu dos$é wyjatkowej interakeji pomiedzy lematem
Fatou a nieréwnoscig Jensena [ f(dv|gem /du)dp < [ f(dv|g/dp)dp (Billingsley, 1979,
sekcja 33) i aby zapewnié¢ te réwnosé, nie ma potrzeby czyni¢ zadnych dalszych zalozen
(np. aby méc skorzystaé z twierdzenia o zbieznosci majoryzowalnej).

Réwnosé (3.1) jest oczywiscie znacznie mocniejszym stwierdzeniem niz ciagto$é wa-
runkowej informacji wzajemnej I(X;Y|Z) wzgledem rozktadu dla zmiennych X, Y, Z
o skonczonej liczbie wartosci, por. Yeung (2002, sekcja 2.3).

W Swietle twierdzenia 3.1 pkt. (i) mozemy uogdlni¢ dwa pojecia z rozdziatu 2.

Definicja 3.2. (entropia nadwyzkowa i proces finitarny) FEntropig nadwyzkowq do-
wolnego procesu stacjonarnego Xz nazywa sie wielkosé

Ex = [7<Xfoon; Xn+1:oo)- (34)

Mowimy, ze proces Xy jest finitarny, jezeli Ex < 0.
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Dla poréwnania, punktu (ii) twierdzenia 3.1 nie mozna uogdlni¢ na przypadek G, :=
o(F1), gdzie Fi jest dowolng przeliczalng klasa roztacznych zdarzen. Istnieja zmienne
losowe X o nieskoficzonym zbiorze wartosci takie, ze lim, .o H(X|Y1.,) > H(X|Yy).
Przyktadowo, mozemy dobraé takie X, ze H(X|Y}.,) = oo natomiast H(X|Yy) = 0, gdyz
istnieje funkcja g mierzalna &(Yy)/a(X) taka, ze X = g(Yy) prawie na pewno.
Przyktlad 3.3. (niezbiegajace entropie warunkowe) Obierzmy zmienng X o warto-
$ciach X(Q)) C N takq, ze H(X) = oo. Niech Y, = 1, gdy X >k, 2a8 Yy, = 0 w prze-
ciwnym wypadku. Mamy wéwczas H(X) = H(X X Yi.,) = H(X Y1) + H(Y1:n), @ zatem

H(X Y1) = oo, gdyz H(Y1.,) < nlog2. Z drugiej strony X jest mierzalng funkcjg Yi,
a zatem H(X|YN) = 0.

Réwnosé lim,, oo H(X|Y1.,) = H(X|Yy) udowodniona dla zmiennej X o skoticzonej
liczbie wartosci wigze sie z kolei z pewnym interesujagcym twierdzeniem.

Twierdzenie 3.4. Niech zmienna X przyjmuje wartosci ze skoriczonego zbioru, zas Yy
bedzie dowolnym procesem. Funkcje f, mierzalne 5(Y1.,)/5(X) takie, Ze

lim P(X = f,(Yi)) = 1, (3.5)

istniejg wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_o H(X|Y1.,) = 0.

Dowéd: Niech V oznacza zbiér wartosci zmiennej X.
(i) Zalézmy, ze lim,, .o, P(X = [,(Y1.,)) = 1. Zdefiniujmy ®,, := [X = f,,(Y1.,)]. Po-
niewaz H(®,|Yi., x X) = 0, to mamy H(X|Yy.,) = H(X|Y1.,) + H(®,|Yi., x X) =
H(X x ®,|Y1.,), a wiec

H(X‘Yln) :H(qu)n‘n:n)zg( nl Y1 )+H(X|<I>n><Y1:n)
< F(D,) + H(X|®, x V1), (3.6)
Mamy takze H(®,) = hyn(P(®, = 1)), gdzie hpy, @ [0,1] — R jest funkcja ciaglta
okreslona jako A, (p) := —p logp (1—p)log(1—p) dla0 < p < 1. Funkcja ta spetnia
hpin(1) = 0, a zatem lim,, .., P(X = f(Y1,,)) = 1 implikuje lim, ., H(®,) = 0.

Poniewaz zachodzi

0< H(X|®, X Y1)

-/, [‘me = 4]y X Vi) log P(X = 2], x V1.0)| dP =
$,=0

zeV

< [1 = P(®, =1)]log[card V — 1], (3.7)

to (3.6) implikuje lim,, o H(X|Y1.,) = 0.

(ii) Zatézmy, ze lim, . H(Y|X1.,) = 0. Bez zmniejszania ogdlnoéci rozwazan zatézmy,
ze V jest podzbiorem liczb naturalnych. Niech f,(Y7.,) bedzie réwne najmniejszej
liczbie x takiej, ze P(X = z|Yy.,) > P(X = 2'|Y1.,) zachodzi dla kazdego 2’ € V.
Funkcja f,(Y7.,) jest mierzalna 6(Y7.,)/6(X). DowiedZzmy tego ostatniego. Niech A(z)
oznacza zdarzenie, ze P(X = z|Y1.,) > P(X = 2/|Y}.,) zachodzi dla kazdego 2’ € V.
Mamy

Alz) = [((P(X = a|Yin) < )°U () (P(X = 2'[Yi) < ) € 0(Yi),
q€Q z'evV

gdyz [Veepa > b <= Vyegla <q¢ = Veepb <¢| dlaa € R, b C R. Stad mamy
takie (fu(Yin) = 2) = A@) 01 yes (A@)° € 7(Yi)
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Potézmy @, := [X = f,(Y1.,)] jak poprzednio. Mamy wéwezas P(®, = 1|Yi.,) >
1/ cardV prawie wszedzie. Funkcja hy;, z pkt. (i) jest wklesta i spelnia hy, (1) = 0,
a zatem

I—p

1— —
p (1)17 q -~

hin(p) > hbin(Q)fq + hbin 1——q = hpin(q)

dla p € [q,1], ¢ € [0, 1]. W szczegblnosci
H(X Y1) = H(X x ®,[Y1.n) > H(®p| Y1)
- / hign( P(®,, = 1[Y3,,))dP

> / hin (1/ card V) - 1= P(®, = 1[V;,)]dP

1—1/cardV
hpin(1/ card V)
= |1 —P(®, =1)].
1—1/cardV | (®n = 1)

Poniewaz lim,, .o, H(X|Y1.,) = 0, to wnioskujemy, ze lim,, o, P(®, = 1) = 1.
]

Nieréwnosé H(X|Y1,) < hpin(P(®, = 1)) + [1 — P(®, = 1)]log[card V — 1] jest teorio-
miarowa wersja nieréwnosci Fano (Yeung, 2002, twierdzenie 2.47).

7 twierdzenia 3.4 wyptywa wniosek, ktéry mozna sformutowaé bez uzycia pojeé z za-
kresu teorii informacji.

Twierdzenie 3.5. Niech zmienna X przyjmuje wartosci ze skoriczonego zbioru, zas Yy
bedzie dowolnym procesem. Funkcje f, mierzalne 6(Y1.,)/6(X) takie, zZe zachodzi (3.5),
istniejg wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g mierzalna 6(Yy)/6(X) taka, Ze

X =g(Yn) prawie na pewno. (3.8)

Dowéd: Na mocy twierdzenia 3.4, warunek (3.5) jest rownowazny lim,, H(X|Y1,) = 0.
Z twierdzenia 3.1 zachodzi ré6wnos¢ lim, .. H(X|Y1.,) = H(X|Yn). Z kolei z twierdzen
1.29 1 A.20 warunek H(X|Yy) = 0 jest réwnowazny (3.8). O

Twierdzen 3.4 i 3.5 nie mozna uogdlni¢ na zmienne X o nieskoriczonym przeliczal-
nym zbiorze wartosci. Mozna bowiem dobraé¢ takie X i Yy by zachodzito lim,, ., P(X =
fn(Yi)) = 1 oraz lim,, .o H(X|Y1.,) = 0o. Byé moze jednak zachodzi implikacja odwrot-
na

Zalozmy, ze X jest zmienng o nieskonczonym przeliczalnym zbiorze wartosci. Niewat-
pliwie, jezeli lim,, o, H(X|Y1.,) =0, to H(X|Yy) = 0. Istnieje zatem funkcja g mierzalna
7(Yn)/5(X) taka, ze X = g(Yy) prawie na pewno. Jezeli g € L'(5(Yy), Py;), to istnieja
rzuty ortogonalne f, € L'(5(Yi1.,), Py,,,) speliajace warunek f,(Y1.,) = (g(Yn)|o(Yi.n))-
Ciag (fn(Y1n))nen jest martyngatem, wiec mamy zbieznosé lim,, .o fn(Y1.)) = g(Yn) = X
prawie na pewno. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zatozyé¢, ze X € N. Zbieznosc¢
lim,, o fn(Y1.n) = X prawie na pewno implikuje zbieznoéé wedtug prawdopodobienstwa
limy, 00 P(|fr(Yin) —X| > €) = 1 dla kazdego € > 0 (Billingsley, 1979, sekcja 20, zbieznos¢
wedlug prawdopodobienstwa). Dowiedlidmy zatem (3.9) w szczegdlnym przypadku, gdy
g € LY(5(Yy), Py,). Uogdlnienia twierdzen A.20, 3.4 i 3.5 oraz relacji (3.9) na dowolne
zmienne losowe warte sg dalszych badan.
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Szczegblny przypadek réwnosci (3.8) zachodzi, gdy X = X; zas Y, = X;_,,.
Definicja 3.6. (proces deterministyczny) Mdwimy, Ze proces stacjonarny Xz jest
deterministyczny, jezeli istnieje funkcja g mierzalna 6(X_o.j—1)/0(X;) taka, Ze

X;=9(X_oe:j—1) prawie na pewno. (3.10)

Dla kilku klas proceséw stochastycznych warunek determinizmu (3.10) jest réwnowazny
pewnym asymptotycznym zachowaniom entropii warunkowej.
(i) Niech Xz bedzie procesem stacjonarnym, gdzie zmienne X; przyjmuja wartosci ze
skonczonego zbioru. Z twierdzen 3.1, 3.5, 1.29 i A.20 rownowazne sg warunki:
a) Xz jest deterministyczny,
b) H(X;|X oij1) =0,
c) nh_)IIOlO P(X; = fu(Xj—n;j—1)) = 1 dla pewnych f,, mierzalnych &(X;_,.;-1)/7(X}),
d) lim H(X;|X; ;1) = 0.
(ii) Niech X7z bedzie procesem stacjonarnym, gdzie zmienne X; przyjmuja wartosci z nie-
skoniczonego zbioru przeliczalnego. 7 twierdzen 1.29 i A.20 réwnowazne sa warunki:
a) Xz jest deterministyczny,
b) H(X;|X_o;j—1) =0.
(iii) Niech X7 bedzie stacjonarnym procesem gaussowskim. 7 twierdzen 9.2 i 9.3 réwno-
wazne sg warunki:
a) Xz jest deterministyczny,
b) 11113010 Var(X; — fu(Xj_n;j—1)) = 1 dla pewnych f,, mierzalnych 6(X;_,.;-1)/5(X;),
c) lim H(X;|X; n;j1) = —00.
Zauwazmy tez, ze gdy Xy jest procesem gaussowskim, wielkodci g(X_oo.j—1) 1 fr(Xj—nij—1)
ze wspomnianych wyzej warunkéw sa elementami domknigtych podprzestrzeni Hilberta
rozpinanych odpowiednio przez (Xj)k<j—1 oraz (Xi);—n<k<j—1-






Rozdzial 4
Rozklad ergodyczny

Wtasnosé stacjonarnoéci dla procesu stochastycznego Xz definiujemy w dodatku A.7
w oparciu o pewng bijektywna operacje T),, ktora przesuwa proces w czasie o odstep
n € Z. Dla Xz = (X})iez mamy T, X7 := (X¢in)iez- Dlan € Z mozemy wyrazi¢ T,, = T",
gdzie T := T). Transformacje T nazywa sie przesunieciem (w lewo).

Okredlmy o-ciato niezmiennicze jako 6% := {A € 5(Xz) : A = TA}. Definiujemy takze

o-ciato przeciwobrazéw ok = X, (6%). Zauwazmy, ze
Gr Oy #£D, %O #D, (4.1)
gdzie 6™ i 6% sa ogonowymi o-ciatami obrazéw (definicje w dodatku A.7). W szcze-

gblnosci istnieje taka przestrzen probabilistyczna z niestacjonarnym procesem Xz, ze
(liminf, .. Xo, > 0) € 0¥ \ 0% oraz (V,ez X, > 0) € 0% \ 0%.
Definicja 4.1. (proces ergodyczny i regularny) Mdéwimy, Ze proces Xz jest ergo-
dyczny, jezeli P(A) € {0,1} dla kazdego A € o%. Proces Xz nazywamy reqularnym, jezeli
P(A) € {0,1} dla kazdego A € 0.
NB. Miare przeniesiong Px, = P o X,' bedziemy nazywaé¢ odpowiednio ergodyczna,
regularng lub stacjonarng, jezeli proces Xz jest ergodyczny, regularny lub stacjonarny.
7 twierdzenia 1.29 proces Xy jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy H(c%k) = 0.
Podobnie X7 jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy H(0x™) = 0.

Powszechnie znany jest nastepujacy rezultat (Kornfeld et al., 1982, twierdzenie 8.§1.1;
Taniguchi i Kakizawa, 2000, sekcja 1.3; Billingsley, 1979, twierdzenie 4.5):

Twierdzenie 4.2. Stacjonarny cigg niezaleznych zmiennych losowych Zy jest ergodyczny
i reqularny.
Twierdzenie o regularnosci ciagu niezaleznych zmiennych losowych znane jest jako prawo
zero-jedynkowe. Wedtug dowodu Kornfelda et al. ciag niezaleznych zmiennych jest ergo-
dyczny, gdyz jest procesem mieszajacym (Kornfeld et al., 1982, definicja 1.§6.2, mizing).
Dowdd alternatywny moze wykorzystywaé fakt, ze ergodycznosé wynika z regularnosci
przy dodatkowych warunkach, por. twierdzenie 4.7 dla proceséw borelowskich, a w kon-
tekscie procesow gaussowskich — twierdzenie 5.22 w ksiazce Pourahmadiego (2001).
Regularnosé i ergodycznosé nie sa sobie rownowazne. By podkredli¢ ten fakt, uogdlnij-
my pewien standardowy wynik (Taniguchi i Kakizawa, 2000, twierdzenie 1.3.3).
Twierdzenie 4.3. Niech Xz 1 Yy bedg dowolnymi procesami.
(i) Jezeli Xy jest stacjonarny i istnieje funkcja f mierzalna 6(Xyz)/o(Y,) taka, ze'Y, =
F(Xean)iez) dla kazdego n, to Yy, jest takze stacjonarny.
(ii) Jezeli Xy jest ergodyczny i istnieje funkcja f mierzalna 6(Xz)/a(Y,) taka, ze Y, =
F(Xean)iez) dla kazdego n, to Yy, jest takie ergodyczny.
(iii) Jezeli Xy jest regularny i istnieje funkcja f mierzalna 6(X _oom)/0(Yy) taka, Ze
Y, = f(X_oom) dla kazdego n, to Yy jest takze reqularny.

Dowdd:
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() Omacany fu(ws) = [((esnlics) oran [*(zz) = (fu(wz)hcz Mamy Y = o(X)
oraz Yz = f*(Xz). Dla dowolnego A € 6(X7) oznaczmy A, = f,A oraz A* = f*A (dla
skrotu opuszczamy nawiasy). Mamy A, = f,TA, a zatem TA* = Tf*A = f*TA.
Zawezmy zakres zmiennej A. Dla dowolnego A* € 5(Yz) oznaczmy A = [f*]71A*.
Mamy nadal A* = f*A, a zatem TA* = Tf*A = f*T'A. Stad stacjonarnos¢ Xy
implikuje stacjonarnos¢ Yz.

(ii) Dla dowolnego A* € G(Yz) oznaczmy A = [f*]7'A*. Z tozsamoséci TA* = Tf*A =
f*T A z punktu poprzedniego wynika A*©TA* = (f*A)O(Tf*A) = (f*A)o(f'TA) =
[*(Ae TA). W szezegdlnosci A* € 6, <= A € 6%. Dla A* € 5 mamy takze
Yz_lA* =X, YA, azatem o} C ok. Stad ergodycznoéé Xy implikuje ergodycznoéé Y.

(i) Z zalozenia wynika, ze o(Y,) C 0(X_w). Stad mamy takze o(Y_n.,) =
(U< 0(Y))) C 0(X coin). Jako ze 0™ =, 0(Yoooin) C (), 0(Xooin) = 0x™, to
regularno$¢ Xz implikuje regularnosé Y.

0

Definicja 4.4. (proces kwaziliniowy) Proces Yz nazywamy procesem kwaziliniowym,
jezeli istnieje stacjonarny ciqg niezaleznych zmiennych losowych Zz oraz funkcja f mie-
rzalna 6(Z7)/6(Y,) taka, ze Y, = f((Ziin)iez). Analogicznie proces Yz nazywamy proce-
sem jednostronnie kwaziliniowym, jezeli istnieje stacjonarny cigg niezaleznych zmiennych
losowych Zz oraz funkcja f mierzalna 6(Z o) /0 (Yy) taka, ze Y, = f(Z_oom)-

Procesy kwaziliniowe sg uogélnieniem gaussowskich procesow czysto niedeterministycz-
nych, zwanych takze procesami jednostronnie liniowymi (one-sided linear processes).
Procesy kwaziliniowe sa ergodyczne na mocy twierdzen 4.2-4.3. Podobnie procesy
jednostronnie kwaziliniowe sg regularne. Oprécz proceséw kwaziliniowych wazna klasa
procesow ergodycznych sa stacjonarne jednoklasowe przeliczalne tancuchy Markowa
(Hernandez-Lerma i Lasserre, 2003, sekcje 2.4, 2.5, 3.2 i 3.3; Kemeny et al., 1966; zob.
tez dodatek A.8 i przyktad 2.13). Z twierdzenia 4.3 ergodyczne sa takze ukryte tancuchy
Markowa z ergodycznym procesem ukrytym (Ephraim i Merhav, 2002).

Znanym rezultatem jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.5. (ergodyczne, Kallenberg, 1997, twierdzenie 9.6) Dla dowolnego
procesu stacjonarnego Xz i dowolnej funkcji f € L'(6(Xz), Px,) zachodzi zbieinosé

n—1

.1 _ .1
i 20 ST = Jim

n—1

Zf(TkXZ) = (f(Xz)|ok) prawie na pewno. (4.2)
= k=0
Zauwazmy, ze jezeli proces Xz jest ergodyczny, to mamy takze <f(XZ)|cr)T(> = (f(Xz))
(por. wtasno$¢ (iv) prawdopodobienstwa warunkowego, dodatek A.5). Prosty dowdd twier-
dzenia ergodycznego istnieje dla f € L?*(6(Xz), Px,) (Varadhan, 2001, twierdzenie 6.1).
Istnieja takze uogolnienia twierdzenia ergodycznego na przypadek proceséw asymptotycz-
nie $rednio stacjonarnych (Gray, 1987, twierdzenie 7.2.1; Gray i Kieffer, 1980).

Niech proces stacjonarny Xz bedzie zmienna borelowska (definicja A.14). Przypomnij-
my, ze borelowskimi zmiennymi losowymi sg wszystkie procesy stacjonarne Xy o warto-
Sciach dyskretnych lub rzeczywistych. Przestrzen wszystkich (przeniesionych) miar sta-
cjonarnych okreslonych na przestrzeni mierzalnej (Xz(2), 5(Xz)) oznaczaé¢ bedziemy jako
S € R7¥2), W szczegblnodci Py, € S. Niech E C S bedzie zbiorem stacjonarnych miar er-
godycznych. Aby méc rozpatrywac¢ miary losowe o wartoéciach w S definiujemy przestrzen
mierzalna (S,S), gdzie S jest o-cialem miar stacjonarnych. Formalnie S := O(Rg(XZ))|g
jest obcieciem U(Rg(XZ)) do zbioru S, gdzie ciato R} definiujemy wzorem (A.9). Podob-
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ng przestrzen mierzalna (E, &), gdzie £ := U(Rg(XZ)ﬂE, definiujemy dla losowych miar
ergodycznych.
Twierdzenie 4.6. (rozklad ergodyczny) Niech proces stacjonarny Xz bedzie borelow-
skq zmienng losowg na przestrzeni (Q, J, P).
(i) Na przestrzeni (Xz(Q2),0(Xz)) istnieje funkcja ¢ : Xz(Q) > xz7 — o(-)(zz) € E
mierzalna 5(Xz))/E taka, e Fx = ¢(-)(Xz) jest ergodyczng miarg losowq (Fx(-)(w) =
o()(Xz(w)), Fx(-)(2) CE, 6(Fx) = &|pc()@)) @ rownosci

Fx(A) = P(Xz € Aloy) (4.3)

zachodzq prawie na pewno jednocze$nie dla wszystkich A € 6(Xz).
(ii) Dla miar Pp, = Po Fx i Px, = P o Xz zachodzi

Py, (A) = (Fx(A)) = / W(A)dPr (1) (4.4)

dla kazdego A € 5(X7z). Fakt ten zapisujemy skrétowo jako

Py, = (Fy) = / dPr (11). (4.5)

(i4i) Dla dowolnej miary prawdopodobieristwa v na S zachodzi [ pdv(p) € S.
(iv) Dla dowolnej miary prawdopodobieristwa v na & takiej, ze Px, = [ pdv(u) mamy

pw{xz € Xz(Q) : ¢(-)(xz) = u}) =1 dla v-prawie wszystkich u € E. (4.6)

(v) Dla dowolnej miary prawdopodobienstwa v na € mamy réwnowaznosé

PXZ = /Mdl/([t) <~ V|&(FX) = PFX- (47)

(vi) Px, € E wtedy i tylko wtedy, gdy Pr,({u}) =1 dla pewnego p € E.
Pkt. (i) pochodzi z twierdzenia 9.10 w ksigzce Kallenberga 1997. Pkt. (ii)-(vi) sq wnioskami
z twierdzenia 9.12 tamze i jego dowodu.

Réwnosé (4.6) jest gteboka konsekwencja twierdzenia ergodycznego. Jest ona kluczowa dla
jednoznacznosci rozktadu w pkt. (v), a w potaczeniu z pkt. (v) — dla rozwazan na temat
kodéw uniwersalnych. Gray i Davisson (1974) w kontekscie teorii informacji podkreslaja
wage pewnych stwierdzen zblizonych do (4.6).

Rozktad ergodyczny zadaje jednoznaczna parametryzacje miar stacjonarnych. Zauwaz-
my, ze zbidr wszystkich miar stacjonarnych S jest wypukty. Jezeli miary u; € S sa stacjo-
narne, to miara g = y . ¢;f; jest stacjonarna dla ¢; > 0, Y. ¢; = 1. W $wietle twierdzenia
4.6 ta sama miara pu € S jest nieergodyczna, jezeli ¢; > 0 dla wiecej niz jednego 7, a u; sa
rozne. Zbiér miar ergodycznych E jest zatem zbiorem punktéw ekstremalnych zbioru S.

Pomimo nieréwnosci (4.1) mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.7. Niech proces stacjonarny Xz bedzie borelowskqg zmienng losowq. Dla
uzupetnionych o-ciat zachodzi relacja

o(Fx)" C (0x™)" N (0x)" N (o))" (4.8)
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Dowdd: Z twierdzenia 4.6 dla kazdego A € 6(Xz) mamy Fx(A) = P(X € A|o%k) prawie
na pewno, gdzie o(P(X € Alok)) C ok. W Swietle twierdzenia A.19 pkt. (ii) mamy
zatem o(Fx(A))" C (o%)F. Poniewaz o(Fx) = o (UA66(XZ) O(FX(A))), zatem o (Fx )" C
(%)
Zdefiniujmy rozszerzona prosta rzeczywista R° := R U {—o0, 00, L}, gdzie L oznacza
warto$¢ niezdefiniowana. Oznaczmy R° := (R U {—oc0} U{oc} U{L}), a takze
4, inaczej,

gdzie funkcje limsup,, ., f, 1 liminf, . f, przybieraja wartosci z zakresu RU{—o0, c0}.
Dla dowolnego ciagu (f,,)nen funkeji mierzalnych G/R° funkcja lim,, . f,, jest takze mie-
rzalna G/R°, gdyz tak samo mierzalne sg lim sup,, . f, iliminf, . f, (Billingsley, 1979,
twierdzenie 13.4). Oznaczmy [4(x) := [x € A]. Dla kazdego A; € &(Xi.c0) zmienna
Fi (Ay) = limnﬂm% iiz_l T4, (Xkoo) nie zalezy od p i jest mierzalna o(X,.c)/R°.
A zatem F{(A.) jest mierzalna ¢$¢/R°. Podobnie dla kazdego A_ € (X _.0) zmienna
Fo(AL) :==limy oo = Ziiz_l Iy (X_w.—k) nie zalezy od p i jest mierzalna o> /R°.

Oznaczmy teraz G, = Xz(0(X1.00)), G- 1= Xz(0(X_x0)). Z twierdzen 4.5 1 4.6 dla
kazdego A,y i A_ mamy

Fo(AL) = Fx(Xa(Xih(A)),  Fo(AL) = Fy(Xa(X"L(A2)) prawie na pewno.

Z twierdzenia A.19 pkt. (i) wynika zatem o(Fx(A))" C (0%)" dla kazdego A € G,
oraz o(Fx(A))F C (0x™)" dla kazdego A € G_. Reasumujac, o(Fx|g, )" C (6%)" oraz
o(Fxlg )" C (0x)". Wiadomo, ze dowolna miara stacjonarna y € S jest unikatowym
rozszerzeniem na & (Xz) swoich obcie¢ p|g, oraz p|g_ (Kallenberg, 1997, lemat 9.2), wiec
mamy takze o(Fx )P C (o) N (0x>)F. O

Z twierdzen 4.7 i 4.6 pkt. (vi) kazdy regularny proces borelowski jest ergodyczny, gdyz
zachodzg implikacje H(0y>°) =0 = H(Fx) =0 = H(c%)=0.

Z zawierania (4.8) dla dowolnej zmiennej Z mamy Fx I Z|Xy. Jezeli zmienne X;
przybieraja skoriczong liczbe wartosci, to mamy takze

0= T(Xo, FX|XN) = lim T(Xo, FX|X1:n)

w Swietle rezultatow z rozdziatéw 1 i 3. Dowodzenie réwnosci (4.10) bez rozwinietego
w tych rozdzialach aparatu jest zmudne, zob. Gray i Davisson (1974, twierdzenie 5.1).

Niech X7 bedzie dyskretnym procesem stacjonarnym. Dla stacjonarnej miary praw-
dopodobienstwa p € S niech H(n;pu) bedzie entropia blokowa tej miary (definicja w
uwadze po definicji 2.1). Dla stacjonarnej miary pu wprowadziliémy takze oznaczenia in-
tensywnosci entropii h(u) i entropii nadwyzkowej E(u). Zgodnie z tymi oznaczeniami
Hx(n) = H(n; Px,), hx = h(Px,), Ex = E(Px,). Jezeli proces Xy jest ergodyczny, to
Fx = Px, prawie na pewno i mamy

H(n;Fx)=Hx(n), h(Fx)=hyx, FE(Fx)= Ex prawie na pewno.

W szczegblnosei, jezeli zmienna losowa h(Fx) prawie na pewno nie jest stala (tzn. gdy

H(h(Fx)) > 0), to Fx nie jest stala, a proces X7 nie jest ergodyczny.
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Twierdzenie 4.8. Niech Xy bedzie procesem stacjonarnym, gdzie zmienne X; sq dyskret-
ne. Dla kazdego n zachodzi réwnosé

(H(n; Fx)) = H(X10|Fx). (4.11)

Dowdd: Z twierdzenia A.30 mamy réwnosé prawie na pewno
Fx(A) = P(Xz € Aloy) = P(Xz € Alo(Fx)).

Niech Cyl(Z1 _____ (X1, - Xn) bedzie dyskretnym o-ciatem cylindrow (A.6). Oznaczmy zbiér
jego atoméw G,, = .A(Cyl(Z1 77777 (X1, ..., X)), zob. definicja 1.15. Z definicji entropii zmien-
nych dyskretnych (miarami pomiarowymi sa miary liczace) mamy
H(n;Fx) = — Y _ Fx(A)log Fx(A).
A€Gn

Z drugiej strony ze wzoru (1.38) mamy

H(X 1| Fx) :/ — 3" P(Xz € Alo(Fx)) log(Xz € Alo(Fx))| dP

L AeGn

_ / — Y Fx(A)log Fx(4)

L Aegn

dP = (H(n; Fy)).

O

Twierdzenie 4.9. Niech Xy bedzie procesem stacjonarnym, gdzie zmienne X; przybierajq
skonczong liczbe wartosci. Zachodzq zwigzki

hy = (h(Fx))., (4.12)
Ex > H(Fx) + (E(Fx)) . (4.13)

Dowdéd: Niech X; przybieraja M réznych wartosci, gdzie M € N. Oznaczmy K = log M.
Mamy 0 < K — AH(i;Fx) < K — AH(i + 1; Fx). Z twierdzenia 4.8, réwnosci (3.2)
i twierdzenia o zbieznosci monotonicznej (Rudin, 1986, sekcja 1.26) wynika

(K — h(Fy)) = < lim [K — AH(n; FX)]> = lim (K — AH(n; Fy))

n—0o0

= JLH()IO[K — H(Xo‘FX X Xl:nfl)] = [K — H(Xo‘FX X Xl:oo)]
= [K — A0l X 1)) = [K B,
gdyz o(Fx )P C 0(X1.00)F (twierdzenie 4.7).
Analogicznie z twierdzenia 4.8, réwnosci (3.1) i twierdzenia o zbieznosci monotonicznej
mamy

(B(Fy)) = <lim E(n; FX)> = lim (E(n; Fy))

n—0o0 n—oo

- JLHC}O I_(X—n—i—l:O; Xl:n|FX) - j(X—oo:O; Xl:oo|FX)-

Z nieréwnosci przetwarzania danych i twierdzenia 4.7 wynika, ze H(Fx) = I(Fx; Fx) <
I(X_oci0; Fx). Z addytywnosci (X _pi1:05 Fix) + I(Xny1:0s X | Fx) = H( X _pqr:0; Fx X
Xi.) (twierdzenia 1.21 1 1.22) i réwnosci (3.1) mamy z kolei

]T(Xfoo:o; FX) + [7<Xfoo:0; Xl:oo‘FX) = [7<Xfoo:0; FX X Xl:oo) = [(Xfoo:O; Xl:oo) = EX7
skad otrzymujemy (4.13). O
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Na mocy twierdzenia 4.9 wszystkie procesy dyskretne Xz, dla ktérych H(Fyx) = oo,
sg niefinitarne. W istocie wszystkie procesy Xz bedace zmiennymi borelowskimi sa nie-
finitarne i nieergodyczne, jezeli tylko H(Fx) = oco. Wynika to z twierdzenia 4.7 oraz
z nieréwnosci przetwarzania danych

Nierownosé (4.13) jest jednak znacznie mocniejsza niz (4.14). Prowadzi ona takze do

pewnych interesujacych wnioskow w teorii kodéw uniwersalnych (twierdzenie 6.12).
Miara ;1 € S jest nieergodyczna, jezeli umiemy przedstawi¢ p = ). c;p;, gdzie p; € S

sa rozne, a ¢; > 0 dla wiecej niz jednego i. Prostsze kryterium nieergodycznosci wynika

z twierdzenia Shannona-McMillana-Breimanna o ekwipartycji.

Twierdzenie 4.10. (o ekwipartycji) Niech Xy bedzie procesem stacjonarnym, gdzie

zmienne X; przybierajq skonczong liczbe wartosci. Oznaczmy zmienne

P(Xlzn = Xln()) . Q S W P(Xlzn = Xl:n(w)) (415)
Zachodzi réwnosé
1
— lim —log P(X1.,, = X1.n(1)) = Lx  prawie na pewno, (4.16)
n—oo N,

gdzie Lx jest pewng zmienng losowq spetniajgcg (Lx) = hx. Ponadto, jezeli proces Xz,
jest ergodyczny, to Lx = hx prawie na pewno (Billingsley, 1965, twierdzenie 13.1).

NB. Pomimo tego, ze zachodzi (Lx) = hx = (h(Fx)), twierdzenie o ekwipartycji nie
orzeka, ze zachodzi réwnosé Lx = h(Fx) prawie na pewno w przypadku ogdlnym. Po kilku
bezskutecznych probach dowodu przypuszczamy, ze rownosé ta moze nie by¢ prawdziwa.
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Rozdzial 5

Procesy nieprzeliczalnego opisu

W rozdziatach 2—4 zdefiniowaliSmy trzy asymptotyczne wlasnosci niektorych proceséw
stacjonarnych: finitarno$¢ (definicje 2.9 i 3.2), niedeterminizm (definicja 3.6) i ergodycz-
no$¢ (definicja 4.1). Sa to trzy whasnosci, ktére sa wlasnosciami nie tyle procesu sto-
chastycznego X7 rozumianego jako funkcja Q — X(Q), co o-ciata o(X7z) generowanego
przez proces. Z tego wzgledu finitarnos¢, niedeterminizm i ergodycznosé¢ sg niezmiennikami
szerokich klas bijektywnych transformacji calych proceséw. Dla kazdej z tych wtasnosci
doktadna klasa zachowujacych ja bijekcji jest nieco inna.

Warto podkresli¢, ze finitarno$¢ jest wtasnoscia istotnie rézng od ergodycznosci i nie-
determinizmu. Problem klasyfikacji réznych wtasnosci asymptotycznych omawiamy dosé
szezegbtowo w przypadku procesow gaussowskich (podsumowanie i diagram w rozdziale
13). Dla proceséw gaussowskich finitarnosé implikuje zaréwno ergodycznosé (twierdzenia
10.3, 10.4, 10.5) jak i niedeterminizm (twierdzenie 9.3 i nieréwnosé 2.20). Z drugiej strony
istnieja przyktady proceséw gaussowskich, ktére sa: (a) niefinitarne lecz ergodyczne i nie-
deterministyczne, (b) nieergodyczne lecz niedeterministyczne, (c) deterministyczne lecz
ergodyczne.

Dla procesow dyskretnych nie dysponujemy na razie klasyfikacja rownie szczegd-
towg jak dla procesow gaussowskich. Nie wiemy, czy pewne kombinacje warunkow
(nie)finitarnosci, (nie)ergodycznosci i (nie)determinizmu nie sa wykluczone. W rozdziale
2 podalismy przyktad niefinitarnego lecz ergodycznego procesu Markowa o nieskonczonej
przeliczalnej liczbie wartosci (przyktad 2.13). Dla por6wnania, nie znamy zadnego procesu
o skonczonej liczbie wartosci, ktory bytby jednocze$nie niefinitarny i ergodyczny.

Korzystajac z rozktadu ergodycznego (twierdzenie 4.9), bardzo tatwo jest konstru-
owa¢ przyktady dyskretnych proceséw nieergodycznych, ktére sg finitarne lub niefinitarne.
Niech miary p; € E beda miarami stacjonarnych jednoklasowych (a wiec ergodycznych)
proceséw Markowa. Jezeli pn =Y., cij;, to
(i) p jest miarg nieergodycznego procesu finitarnego, jezeli J jest zbiorem skonczonym,
(ii) p jest miarg nieergodycznego procesu niefinitarnego, jezeli —» . ¢;logc; = oo.
Pkt. (i) wynika z twierdzenia 2.11, pkt. (ii) — z nier6wnosci (4.14).

W niniejszym rozdziale przedstawimy pewng szeroka klase proceséw, nazwanych przez
nas procesami nieprzeliczalnego opisu, ktore sa jednoczes$nie niefinitarne i nieergodyczne
na mocy rozumowania zblizonego do nieréwnosci (4.14). Rozumowanie to nie korzysta
z rozktadu ergodycznego i w przypadku procesow dyskretnych pozwala uzyskaé¢ mocne
twierdzenie nie odwotujace si¢ jawnie do aparatu teoriomiarowego.

Z réwnosci (3.1) wynika prosty warunek dostateczny niefinitarnosci procesu.

Twierdzenie 5.1. Proces stacjonarny Xz jest niefinitarny, jezeli istnieje zmienna lo-
sowa Y o entropii teoriomiarowej H(Y) = oo, liczba n € Z oraz funkcje f_ mierzalna
(X _oom—1)/0(Y) i fr mierzalna 6(X,.o0)/0(Y) takie, Ze

fo(Xoom1) =Y = f1(Xnoo) prawie na pewno. (5.1)
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NB. Réwnosé H(Y) = oo zachodzi w dwoch przypadkach szczegdlnych
(i) jezeli Y jest zmienna dyskretna i H(Y') = oo, por. tozsamos¢ (1.29),
(ii) jezeli Y jest ciagla zmienng rzeczywista, por. twierdzenie 1.25.

Dowéd: Zauwazmy, ze 0(Y)" C 0(X_soin-1)" N0 (Xp:00)". Z réwnodci (3.1) i nieréwnosci
przetwarzania danych Ex = (X _ oo 1; Xnoo) = 1(Y;Y) = H(Y) = o0, czyli Xy jest
niefinitarny. O

Gdy Y jest ciagla zmienng rzeczywista, twierdzenie 5.1 jest intuicyjne. Losowa licz-
ba rzeczywista jest ciggiem nieskonczenie wielu niezaleznych bitéw, a zatem powinna
nies¢ nieskonczona informacje. Jezeli mozemy ustali¢ wartosci wszystkich tych bitéw,
obserwujac przesztos¢ i przyszto$é procesu niezaleznie, to informacja wzajemna miedzy
przesztoscia a przysztoécia musi by¢ nieskoniczona. Pomimo intuicyjnosci nieformalnego
rozumowania, Scisty dowodd musi odwolywaé sie do do$¢ wyrafinowanych rozwazan z teorii
miary. W szczegolnosci trzeba zatozy¢, ze Y nie jest zmienng o skonczonej liczbie wartosci.

Interesujaca kwestig jest, czy w twierdzeniu 5.1 stowo “jezeli” mozna zastapié¢ przez
fraze “wtedy i tylko wtedy, gdy”. W rozdziale 10 pokazujemy, ze niefinitarne sg wszystkie
procesy gaussowskie, ktore nie sg czysto niedeterministyczne. Dowdd polega na jawnej
konstrukeji zmiennej Y przy wykorzystaniu jednoznacznosci rozktadu Wolda i symetrii
odbicia czasu. W rozdziale 11 udowadniamy z kolei, ze czysto niedeterministyczne sg
wszystkie tak zwane procesy kwazifinitarne. Poniewaz istnieja kwazifinitarne procesy nie-
finitarne, oznacza to, ze istnieja gaussowskie procesy niefinitarne Xy, dla ktérych nie
znamy jawnej konstrukcji zmiennej Y, a nawet nie wiemy, czy taka zmienna istnieje.

Delikatnie modyfikujac twierdzenie 5.1 otrzymujemy dwa podobne stwierdzenia.

Twierdzenie 5.2. Proces stacjonarny Xz jest nieergodyczny, jezeli istnieje zmienna Y
o entropii teoriomiarowej H(Y) > 0 oraz funkcja f mierzalna 6(Xz)/a(Y) taka, Ze dla
kazdego n € Z zachodzi

f(Xisn)tez) =Y  prawie na pewno. (5.2)

Dowéd: Wezmy dowolne A € &(Y). Zauwazmy, ze dla kazdego n réznica (Y € A) &
(Xz € T"f71(A)) jest zbiorem P-miary 0. Oznacza to, ze réznice symetryczne dowol-
nych dwéch sposrod zbiorow T f~1(A), n € Z, sa takze zbiorami Py,-miary 0. Ponie-
waz {A€5(Xy): P(Xz € AOTA) =0} = (6%)"2 (Kallenberg, 1997, lemat 9.4), to
f7HA) € (6%)*2. W rezultacie o(Y) C (0%)F. Stad mamy H(o%) > H(Y) > 0, czyli
X7y jest nieergodyczny. O

Twierdzenie 5.3. Proces stacjonarny Xz jest nieergodyczny i niefinitarny, jezeli ist-

nieje zmienna Y o entropii teoriomiarowej H(Y) = oo oraz funkcje f_ mierzalna
(X _oom-1)/0(Y) i fr mierzalna 6(X,.00)/0(Y) takie, zZe dla kazdego n € Z zachodzi

f-(Xwoma1) =Y = f1(Xno) prawie na pewno. (5.3)
NB. Jedyna réznica miedzy twierdzeniami 5.1 1 5.3 polega na tym, ze w pierwszym pojawia
sie sformutowanie ,dla pewnego n”, a w drugim — ,dla kazdego n”.
Dowéd: Teza wynika z zastosowania twierdzen 5.1 i 5.2. U

Twierdzenie 5.3 wygodnie jest ograniczy¢ do postaci, ktéra nie operuje pojeciami
teoriomiarowymi. Postaé¢ ta jest szczegélnie przydatna, gdy procesy Xz sa dyskretne.
Wprowadzmy nastepujaca klase procesdw:
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Definicja 5.4. (proces opisu) Proces stacjonarny Xz nazywamy procesem nieprzeli-
czalnego opisu, jezeli istnieje proces Bernoulliego Zy (definicja 1.27) i funkcje fur takie,
ze prawdopodobienstwo P(fux(Xiv1.44n) = Zx) nie zalezy od i € Z oraz

W definicji procesu nieprzeliczalnego opisu istotne jest, ze P(fnox(Xit1i1n) = Zg) nie

zalezy od i. Z tego powodu nie moze zachodzi¢ X; = Z;, a proces Bernoulliego sam nie
moze by¢ procesem nieprzeliczalnego opisu.

Nazwe “proces nieprzeliczalnego opisu” wybralismy kierujac sie skojarzeniem, ze war-
tosci zmiennych procesu Xz w systematyczny sposob opisuja (determinuja) jedna z nie-
przeliczalnie wielu wartosci procesu Bernoulliego Zy. Dla niektorych procesow Xy poje-
dyncza zmienna X; moze mie¢ za malg liczbe wartosci, aby méc determinowaé stan catego
procesu Zy. Jednakze nawet, gdy liczba wartosci X; jest mniejsza niz liczba wartosci Zy,
mozna skonstruowaé proces stacjonarny Xz, dla ktérego dowolnie wiele wartosci Z; mozna
przewidywa¢ dowolnie dobrze na podstawie dostatecznie dhugiego ciggu zmiennych X;.

Twierdzenie 5.5. Kazdy proces nieprzeliczalnego opisu jest niefinitarny i nieergodyczny.

Dowéd: Zaltézmy, ze X7 jest procesem nieprzeliczalnego opisu. Z zatozen wynika, ze
Jingop<fnk(xmm+n71) - Zk:) - nh_{gop(fnk(menmfﬁ = Zk) = 17

gdyz P(fur(Xit1:44n) = Zk) nie zalezy od i € Z. Z twierdzenia 3.5 wynika zatem, ze
istnieja funkcje f,” mierzalna 6(X_o.,—1)/0(Zk) 1 f; mierzalna 6(X,.00)/(Z;) takie, ze
Jo (Xooom—1) = Z1. = ;7 (Xp.00) dla kazdego n € Z.

Z twierdzenia A.16 wynika, ze istnieje zmienna rzeczywista Y = >~ 2777, i funkcje
f- mierzalna ¢(X_oo.m—1)/R 1 fi mierzalna 6(X,,..0)/R speliajace réwnosé 5.1. Ponie-
waz Zy jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze P(Z; = 1) = P(Z; =
0) = 1/2, to fatwo mozna sprawdzi¢, ze Py = mlg, ,, zob. Billingsley (1979, sekcje 1 i
5). Z réwnosci Py = mlg,,, zmienna Y jest zmienna ciagta, czyli H(Y) = co. Na mocy
twierdzenia 5.3 proces Xz jest nieergodyczny i niefinitarny. 0

Nazwe “proces przeliczalnego opisu” chcieliby$my zarezerwowac na przypadek procesu
X7, spetiajacego warunki twierdzenia 5.3 przy dodatkowym zalozeniu, ze Y jest zmienng
dyskretna o nieskonczonej entropii. Formalnej definicji nie podajemy, gdyz zalezatoby
nam na sformutowaniu niekorzystajacym z funkcji nieskonczonych przesztosci i przysztosci
procesu. Badania potrzebnych analogonéw twierdzen 3.5 i 5.5 odktadamy na przysztosé.

Podajmy teraz przyktad dyskretnego procesu nieprzeliczalnego opisu.

Przyklad 5.6. (prosty proces opisu) Niech Zy bedzie procesem Bernoulliego. Niech
proces Ny, niezalezny od Zy, bedzie stacjonarnym ciggiem niezaleznych zmiennych Nj,
gdzie N;(Q2) C N. Niech P(N; = n) = py, gdzie p, > 0 dla wszystkich n € N. Wartosci
zmiennych procesu X;, gdzie X;(Q) C {0, 1}+, definiujemy jako stowa o losowej diugosci

Xi = Zl><ZQX...XZNZ.. (55)

Proces Xy jest procesem nieprzeliczalnego opisu. Oznaczmy bowiem fi1,(X;) := Zy, dla
N; > k oraz fix(X;) := —1 w przeciwnym przypadku. Dla for(21.,) = maXieqr,...ny fie(2:)
zachodzi (5.4), gdyz P(fux(X1m) = Zi) = Pmaxjep, 3Ny > k) = 1 — P(N; <
by Ny < k) =1— (8 po)™.
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W istocie mozna poda¢ wiele przyktadéw procesow nieprzeliczalnego opisu podobnych
do przyktadu 5.6. Istnieje kilka potencjalnych kierunkéw modyfikacji:

(i) Zamiast odstaniaé¢ wartosci wszystkich bitow Zy, k € {1,..., N;}, mozemy ujawniaé
wartos$é tylko Nj-tego z nich, jezeli uczynimy jawng sama wartos¢ N;. Potézmy zatem
XY = (N, Z).

(ii) Nawet, gdy odstaniamy ciagi bitéw, a nie pojedyncze bity, nie musimy wypisywaé
wszystkich bitow od poczatku. Niech proces My, niezalezny od Zy i Nz, bedzie stacjo-
narnym ciagiem niezaleznych zmiennych M;, gdzie M;(€2) C N. Niech P(M; = n) = gy,
gdzie ¢, > 0 dla wszystkich n € N. Pot6zmy Xi(z) = (M, Zpt,014N;)-

(iii) Mozemy wprowadzié¢ losowe przeklamania, ktore utrudnia rozstrzygniecie, czy w war-
tosciach zmiennych X,., pojawia si¢ prawidtowa wartos¢ Zj. Niech proces Uz, nieza-
lezny od Zy i Nz, bedzie stacjonarnym ciagiem niezaleznych zmiennych U;, gdzie
Ui() c {0,1}. Niech P(U; = 1) > 1/2. Potézmy X2 := (N;, Zy,) dla U; = 1 oraz

Latwo wykazaé, ze procesy Xg) okreslone w punktach (i)—(iii) sa procesami nieprzeliczal-

nego opisu. W mysl twierdzenia 5.5 sa one niefinitarne, czyli dla kazdego z nich zachodzi

réwnos$é lim, ., Exm(n) = oo. Wykazanie tychze réwnosci rachunkiem elementarnym
jest do$¢ zmudne i nie odstania przed rachujacym ogdlnej prawidtowosci.

Warto zwréci¢ uwage na pewne zwiazki pomiedzy $cisle matematyczng teorig proce-
sOw nieprzeliczalnego opisu a rozwijanymi przez niektorych przyrodnikow empirycznymi
teoriami uktadéw ztozonych. Koncepcja proceséw niefinitarnych w ksztatcie definicji 2.9
pojawita sie w kontekscie prob probabilistycznego modelowania tekstow w jezyku natural-
nym (Crutchfield i Feldman, 2003). Zalézmy, ze warto$ciami zmiennej Y7 sa nieskoniczone
teksty, przy czym dla kazdego n wartoscia Y, jest n-ta litera odpowiedniego tekstu. Nie-
ktorzy badacze w oparciu o probki skonczonych tekstow w jezyku angielskim probowali
oszacowaé wartosci entropii blokowej Hy (n) dla mozliwie wielu n (Shannon, 1950). We-
dtug niektérych publikacji wielkosé Ey (n) = I(Y_,11.0; Y1.n) spelnia przyblizona zaleznosé
Ey(n) =~ const -/n dla n < 100 (Hilberg, 1990; Ebeling i Poschel, 1994). Przypuszczamy
zatem, ze pewne intuicje i inspiracje lingwistyczne moga by¢ przydatne w czysto mate-
matycznych rozwazaniach na temat proceséw niefinitarnych (Debowski, 2005, 2004a).

W $wietle twierdzenia 5.5 niefinitarnosé hipotetycznego procesu stacjonarnego Yz mo-
delujacego teksty w jezyku naturalnym nie wydaje si¢ zaskakujaca. Jezeli kazdy tekst
opisuje w sposéb losowy pewien losowy stan nieskoriczonej fikcyjnej rzeczywistosci ($wia-
ta przedstawionego), to proces Yz powinien by¢ procesem nieprzeliczalnego opisu, czyli
procesem niefinitarnym.

Przypomnijmy proces Xg) z przyktadu (i). Przedstawienie postaci Xi(l) = (N, Zn;,)
jest bliskie koncepcji struktury tematyczno-rematycznej rozwijanej przez niektorych lin-
gwistéw (Polanski, 1999, hasto , Aktualne rozcztonkowanie zdania”). Wedtug tejze kon-
cepcji kazde zdanie w jezyku naturalnym mozna podzieli¢ na dwie czesci: temat, ktory
wskazuje pewien wyrdzniony obiekt, oraz remat, ktéry (w pewnym przyblizeniu) okresla
stan owego obiektu. Analogicznie dowolng wartosé yi(l) := (n4, b;) zmiennej Xi(l) mozemy
podzieli¢ na temat n;, ktory wskazuje indeks zmiennej Z,,,, oraz remat b;, ktéry opisuje
warto$¢ Z,,. Aby uczyni¢ z procesu Xg) bardziej realistyczny model tekstu w jezyku
naturalnym prawdopodobnie nalezaloby rozluzni¢ warunek niezaleznosci zmiennych N;
oraz wprowadzi¢ pewne losowe przektamania jak w przyktadzie (iii).



Rozdzial 6

Oczekiwana nadwyzkowa dlugosé¢ kodu

Niech Vi W beda pewnymi przeliczalnymi zbiorami, ktorych elementy nazwiemy zna-
kami. Same zbiory Vi W nazwiemy alfabetami. Okreslamy tez zbiory stéw V* = {A\} UV
1 W* = {A\} UWT, gdzie VT = [, V", WH = {J,,cny W", za$ A, nazywane stowem pu-
stym, jest elementem neutralnym tacznego dziatania konkatenacji x. Niech len w oznacza
dtugosc¢ stowa w € V* lub w € W*. Oznaczamy nastepujace relacje:

(i) v Ig w — w' jest przedrostkiem stowa w, tzn. w = w’ X y dla pewnego stowa 1,

(i) w’ é w — w' jest przyrostkiem stowa w, tzn. w = u x w’" dla pewnego stowa wu.

Definicja 6.1. (zbiory bezrostkowe) Mdéwimy, Ze zbior stow U C W* jest zbiorem
bezprzedrostkowym (prefix-free), jezeli dla dowolnych w,w’ € U warunek w’ Ig w implikuje
w' = w. Analogicznie zbior U C W* nazywamy bezprzyrostkowym (suffiz-free), gdy dla
dowolnych w,w'" € U warunek w' é w implikuje w' = w. Moéwimy, ze U jest bezrostkowy

(fix-free, Gillman i Rivest, 1995), gdy jest zarazem bezprzedrostkowy i bezprzyrostkowy.

Twierdzenie 6.2. (Krafta) Niech U C W* bedzie dowolnym zbiorem bezprzedrostkowym
lub bezprzyrostkowym. Zachodzi nieréwnosé

> (card W)~ < 1 (6.1)

wel

(zob. Cover i Thomas, 1991, twierdzenie 5.2.2).

Definicja 6.3. (zupelne zbiory bezrostkowe) Niech U bedzie zbiorem bezprzedrostko-
wym lub bezprzyrostkowym. Moéwimy, ze U jest zupelny, gdy w nieréwnosci Krafta (6.1)
zachodzi réwnosé.

Pojecie zupelnego zbioru bezrostkowego okaze si¢ wazne w rozdziale 7.

Definicja 6.4. (kod) Kodem nazywamy dowolng iniekcje C' : V* — W*  czyli funkcje
takq, ze dla stow v,v' € V* zachodzi wynikanie v # v = C(v) # C(v'). Kod C
nazywamy bezprzedrostkowym, jezeli zbior C'(V*) jest bezprzedrostkowy. Dla card W < oo
oznaczamy unormowang diugosé kodu

lo(v) == log(card W) - len C'(v). (6.2)

Konsekwencja nier6wnosci Krafta (6.1) jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.5. (Shannona) Dla kazdego kodu bezprzedrostkowego C : V* — W*
i zmiennej losowej X, gdzie card W < oo 1 X(Q) C V*, zachodzi nieréwnosé

(le(X)) = H(X) (6.3)

(zob. Cover i Thomas, 1991, twierdzenie 5.3.1).
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W twierdzeniu 6.5 zmienna X jest dyskretna, jej miara pomiarows jest miara liczaca, a
H(X)=H(X).

Z nier6wnosci (6.3) oczekiwane dtugosci kodéw bezprzedrostkowych sa gérnymi ograni-

czeniami entropii. Mozna zadaé¢ pytanie, czy istnieja kody bezprzedrostkowe o dtugosciach
asymptotycznie rownych entropii.
Definicja 6.6. (kod uniwersalny, por. Weissman, 2004) Niech X7z oznacza stacjo-
narny proces stochastyczny, gdzie X;(Q2) C V. Kod bezprzedrostkowy C : V¥ — W* na-
zywamy kodem (prawie na pewno) uniwersalnym, jezeli dla kazdego procesu ergodycznego
Xy zachodzi

limsuple(Xi.n)/n < hx  prawie na pewno. (6.4)

n—oo

Kod bezprzedrostkowy C' nazywamy kodem uniwersalnym w LY, jezeli dla kazdego procesu
Xy zachodzi

Tim (le (X)) /1= hx. (6.5)
Dla procesu dowolnego procesu stacjonarnego Xz i kodu bezprzedrostkowego C' nie-
réwnosé (6.4) jest rownowazna réwnosci limsup,, . lo(Xi.,)/n = hx prawie na pewno,
jak wykazemy w nastepnym twierdzeniu. Pokazemy tez, ze kazdy bezprzedrostkowy kod
uniwersalny prawie na pewno o odpowiednio majoryzowalnej dtugosci kodu jest uniwer-
salny w L.
Twierdzenie 6.7. Niech C : V* — W* bedzie bezprzedrostkowym kodem uniwersalnym
prawie na pewno. Jezeli istnieje stata K taka, Ze

loc(v) < Klenw (6.6)

dla kazdego stowa v € V*, to kod C jest uniwersalny w L', a dla kazdego procesu stacjo-
narnego Xz, gdzie X;(Q) C V, zachodzi takze

limsup lo(X1.,)/n = h(Fx) prawie na pewno, (6.7)
gdzie Fx jest miarg losowqg okreslong w twierdzeniu 4.0.
NB. Dowd6d twierdzenia 6.7 podobny do naszego podaje Weissman (2004), jakkolwiek
niezbyt formalnie odwotuje sie on do subtelnosci rozktadu ergodycznego. Weissman podaje
tez przyklad kodu, ktéry jest uniwersalny w L', ale nie jest uniwersalny prawie na pewno.
Co wigcej, z (6.5) i (6.7) prawdopodobnie nie wynika lim,, o lc(X1.,)/n = h(Fx).!

Dowéd: Niech Xz bedzie dowolnym procesem stacjonarnym. W pierwszej kolejno-
sci wykazemy nieréwnos¢ < w réwnosci (6.7). W tym celu skorzystamy z twier-
dzenia 4.6 (rozklad ergodyczny) i jego konwencji notacyjnych. Oznaczmy zdarzenie
A= (limsup,, . lc(X1.)/n < h(Fx)). W istocie A = X;1(A) dla

A= {xz € Xz(Q) : limsuplc(x1.,)/n < h(¢(~)(azz))} € 5(Xy).

n—oo

I Warunki lim SUp,, o0 Yn < 0 prawie na pewno i lim, .« (Y,) = 0 nie implikuja liminf,, . Y, >0
prawie na pewno. Przykltad: Obierzmy (Q, 7, P) := ((0,1], R|(,1),m), gdzie m jest miara Lebesgue’a. Dla
wy =Y p 1 1/k 1 K <0 okredlmy Y, (w) := K - > 1o [wn, < w+ k < wyy1]. Wowezas liminf, o Y, =
K, limsup,,_, . Y, =01lim,_ (Y,) =0.
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Z twierdzenia 4.6 pkt. (iv)-(v) mamy p({zz € Xz(Q) : h(é(-)(xz)) = h(p)}) = 1 dla
Pp-prawie wszystkich 4 € E, a zatem z definicji kodu prawie na pewno uniwersalnego

(6.4) zachodzi p(A) =1 dla tychze p. Korzystajac ze wzoru (4.4), otrzymujemy

P(A) = P, (D) = [ WP, () = [ 1dPr () =1,

Mamy zatem limsup,, . lc(X1.,)/n < h(Fx) prawie na pewno.
Oznaczmy g, := K — lo(X1.,)/n > 0. Korzystajac z lematu Fatou (zob. dowdd twier-
dzenia 3.1), otrzymujemy

K —limsup (l¢(X1.n)) /n = liminf (g,,) > <lim infgn> =K — <lim sup lC(Xl:n)/n>

n—00 n—00 n—00 n—00

> K — (h(Fy)) = K — hx,

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z réwnosci (4.12). Zatem limsup,, . (lc(X1.0)) /7 < hx.
Z drugiej strony z twierdzenia 6.5 mamy (lo(X1.,)) > Hx(n), skad
a zatem zachodzi (6.5).

Oznaczmy Y = limsup,,_, . lc(X1n)/n — R(Fx). Z poprzednich przeksztatcen ma-
my Y < 0 prawie na pewno oraz (Y) > limsup,,_ . (lc(Xin)) /n — hx = 0. Gdy-
by P(Y < —b) > a dla pewnych a,b > 0, to w $wietle pierwszej relacji mieliby$my
(VY < (=b-[Y <=b0]+0-[Y > =b]) = —ba < 0. Jako, ze (Y) > 0, to musimy mie¢
P(Y < —b) =0 dla kazdego b > 0, czyli Y > 0 prawie na pewno. Zatem Y = 0 prawie na
pewno, czyli mamy relacje (6.7). O

Zauwazmy, ze twierdzenie 6.7 odnosi si¢ wytacznie do przypadku, gdy zaréwno V jak
i W sa zbiorami skonczonymi. Po pierwsze, zbior W musi by¢ skonczony, aby funkcja
lc byla okreslona. Gdyby wéwczas V byl nieskoniczony, to mielibySmy sup,cy lc(v) =
00 > K = sup,cy Klenv (bo C jest iniekcja w W*), czyli dla zadnego skoiiczonego K
nieréwnosé¢ (6.6) nie mogtaby zachodzic.

Kody uniwersalne istnieja. Pewnym prostym przyktadem kodu uniwersalnego pra-
wie na pewno i w L' jest kod Lempela-Ziva (Ziv i Lempel, 1977, 1978). W podstawowej
konstrukeji, kod Lempela-Ziva LZ jest funkcja przeksztalcajaca stowa binarne na sto-
wa binarne, LZ : {0,1}" — {0,1}", ale mozna skonstruowaé¢ analogiczne kody D-arne
{0,1,....,D —1}" — {0,1,..., D — 1}". Kod Lempela-Ziva ma maty czasowa ztozonos¢ ob-
liczeniowa, wiec liczne jego modyfikacje sa powszechnie stosowane przez programy kompre-
sujace dane (m.in. linuksowy program gzip). Warto jednak podkresli¢, ze kody obliczane
de facto przez popularne programy kompresujace zwykle nie sg kodami uniwersalnymi.

W literaturze znany jest dowod faktu, ze kod LZ jest uniwersalny prawie na pewno.
Uzupelijmy zatem dowdd uniwersalnoéci w L. Definicja kodu LZ wykorzystuje pomoc-
niczg funkcje zréznicowanego parsowania (Cover i Thomas, 1991, sekcja 12.10).

Definicja 6.8. (funkcja zréznicowanego parsowania) Funkcjq zréznicowanego par-
sowania (distinct parsing) nazywamy dowolng funkcje f : {0,1} — ({0,1}7)*, ktéra
przeksztatca stowo binarne w na cigg stow binarnych f(w) = (w1, ..., Wew,f)) takich, ze
W = Wy X oo X Wegusp), We 7 A dla 1l <k < c(w; f), atakie w; # w; dla i # j, gdzie
1<i,j <c(w;f).

NB. Od funkcji zréznicowanego parsowania nie wymagamy, aby ostatnie stowo we(: )
byto rézne od wszystkich poprzednich w;.
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Pewng nieskomplikowang funkcje zréznicowanego parsowania fr; mozemy skonstru-
owal w sposOb nastepujacy: Poczynajac od lewego kranca stowa w odcinamy od niego
kolejne w; tak, aby kazde stowo w; z wyjatkiem pierwszego i ostatniego byto konkatena-
cja pewnego poprzednio odcigtego stowa wj, (), Ji(w) € {1,2,...,i — 1}, i pewnego bitu
a;(w) € {0,1}. Indeks j;(w) definiujemy jako taki, ze dla w = wy X we X ... X w;_1 X u
stowo wj,(w) jest najdtuzszym przedrostkiem stowa u sposréd elementéow zbioru (w;);<;.
Dla takiego indeksu j;(w) stowo w; = wj,(w) X a;(w) jest na pewno rézne od (w;);<;.

Formalnie funkcja fr; to taka funkcja zréznicowanego parsowania, ze dla kazdego
stowa w i frz(w) = (w1, . ty) istnicja clagi j(w) = (Gi(w))ieqas,.cwys Ji(w) €
{1,2,...,i — 1}, oraz a(w) = (a;(w))icfo,,....c(w)}, a:(w) € {0, 1}, gdzie

a;(w), i=1,

Wj,w) X ai(w), 1<i<c(w),

Wiy (w) i = c(w), ag(w) =0,
( 1

Wj,w) X a;(w), i=c(w), ao(w) =1,

w; =

(6.8)

zas Wj,(w) jest najdtuzszym przedrostkiem stowa w; X ... X we(y sposrod stow (w;)j<;. Przy
dodatkowej definicji acq)(w) := 0 dla ag(w) = 0 — trojka (c(w),a(w),j(w)) jest dana
jednoznacznie dla kazdego stowa w. Kazda trojka (c(w),a(w), j(w)) jest takze obrazem
doktadnie jednego stowa w. W istocie kod Lempela-Ziva reprezentuje kazde stowo w za
pomocy binarnej reprezentacji takiejze trojki.

Niech Cp(-; N) : {1,2,..., N} — {0, 1}[log2 N1 bedzie bezprzedrostkowym binarnym ko-
dem zbioru liczb {1, 2, ..., N} okreslonym jako Cy(k; N) = uxv, gdzie v jest rozwinieciem
binarnym liczby k — 1, za$ u jest ciagiem [log, N| — lenv zer. Z kolei Cp : N — {0,1}"
niech bedzie bezprzedrostkowa w-reprezentacja zbioru liczb naturalnych (Elias, 1975). 2
Definicja 6.9. (kod Lempela-Ziva) Dla kazdego stowa w € {0,1}" definiujemy wartosé
kodu Lempela-Ziva LZ(w) € {0,1}" jako

LZ(w) := Cg(c(w)) x ap(w) x ai(w
X CB<j2<w); 1
x Cp(js(w); 2
X CB<jc(w) <w>; C(w) - 1) X ac(ﬂ))(w)' (69)

Latwo pokazac¢, ze zbior LZ({0,1}") jest bezprzedrostkowy. Ciag binarny Cg(c(w)) repre-
zentuje liczbe podstéw c(w). Ciagi Cp(ji;(w);i — 1) reprezentuja indeksy j;(w).

?  Formalnie wielko$¢ Cp definiuje si¢ jako Cp(k) = Cp(k) x 0, gdzie Cp(1) := A zaé dla k > 1
mamy Cg(k) := Cg(lenv — 1) x v, gdzie v jest rozwinieciem binarnym liczby k. Wartoséci Cg dla kilku
pierwszych liczb naturalnych to

Cp(1) =0, Cp(5) = 10 x 101 x 0,
Cp(2) =10%0, Cp(6) = 10 x 110 x 0,
Cp(3) =11x0, Cp(7) =10 x 111 x 0,
Cg(4) =10 x 100 x 0, Cg(8) = 11 x 1000 x 0.
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Dtugosci kodéw Cp i Cg szacuja sie jako len Cg(k; N) < log, N + 1 oraz len Cp(N) <
logs N + 1, gdzie log oznacza logarytm iterowany®, a zatem istnieje stata M, taka, ze

liz(w) < c(w)log c(w) + Myc(w). (6.11)

Aby wykazaé, ze kod Lempela-Ziva jest prawie na pewno uniwersalny, wystarczy dowiesc,
ze lim,, o ¢(X1.,)/n = 0 oraz lim, .. ¢(X1.,)logc(Xi.,)/n < hx prawie na pewno dla
kazdego ergodycznego procesu stacjonarnego Xz. Pierwsza z relacji wynika z nieréwnosci
Lempela-Ziva

c(w; f)loglenw < Mslenw, (6.12)

gdzie f jest dowolng funkcja zréznicowanego parsowania zas M, jest stata niezalezna od f
(Cover i Thomas, 1991, lemat 12.10.1). Dla dowolnej funkcji zr6znicowanego parsowania
f i ergodycznego procesu stacjonarnego Xy nieréwnoscé

nh_)Ir;O c(X1; f)loge( X1 f)/n < hx prawie na pewno (6.13)
jest takze prawdziwa (Cover i Thomas, 1991, twierdzenie 12.10.1). Nieréwnos¢ (6.13)
wynika z nieréwnosci (6.12), nieréwnosci Ziva dla dowolnego procesu stacjonarnego
(Cover i Thomas, 1991, lemat 12.10.3) oraz twierdzenia ergodycznego (twierdzenie
4.5) dla prawdopodobienstw warunkowych. W rezultacie otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 6.10. Kod Lempela-Ziva LZ jest uniwersalny prawie na pewno i w L*.

Dowéd: Dowdd uniwersalnosci prawie na pewno podaja Cover i Thomas (1991, twier-
dzenie 12.10.1). Z twierdzenia 6.7 i nieréwnosci (6.11), aby dowie$¢ uniwersalno$ci w L,
wystarczy pokazac, ze nierownosé

c(w)loge(w) + Mic(w) < Klenw (6.14)

zachodzi dla pewnej statej K. Z definicji ¢(w) mamy c(w) < lenw. Z nieréwnosci (6.12)
mamy takze c(w)logc(w) < c¢(w)loglenw < M;len w, wiec nieréwnosé (6.14) jest praw-
dziwa dla K = M, + M. O

Uniwersalno$¢ kodu Lempela-Ziva wynika z do$¢ ogélnych wlasnosci funkcji zrézni-
cowanego parsowania. Zbieznos$¢ ilorazéw (lpz(Xi.,)) /n do granicznej wartosci hy nie
jest zatem szybka. Empiryczne badania kompresji (m. in. dla tekstéw w jezyku natural-
nym) wskazuja, ze istnieje wiele takich kodéw C, dla ktérych obserwowane dtugosci o
sa istotnie mniejsze niz Iz (Bell et al., 1990; Nevill-Manning i Witten, 1997; de Marcken,
1996). Uniwersalnosci niektorych z tych kodéw dowiesé jest trudno. W ostatnich latach
wykazano jednak uniwersalnos¢ szerokiej podklasy kodéw opartych na gramatykach, ktore
kompresuja dane empiryczne istotnie lepiej niz kod Lempela-Ziva (Kieffer i Yang, 2000,
2002; Charikar et al., 2002; Lehman i Shelat, 2002; Debowski, 2005).

3 Dla k > 1 okreSlamy logl k:= > | logg") k, gdzie

log, k, k=1,

log\™ o .— ’ (n—1) (n—1)

0gy k1= { log, log, k, k>1, log, k>1, (6.10)
0, k>1, log" Yk < 1.
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Niewatpliwie warto poszukiwa¢ takich kodow C', dla ktérych unormowane dtugosci
lo(X1.,) sa istotnie mniejsze niz Iy z(X;.,). Wskazmy jednak na nieuchronne ograniczenia
wynikajace z rozwazan teorioinformacyjnych, w szczegolno$ci na ograniczenia narzuca-
ne przez wartosci entropii nadwyzkowych skonczonego rzedu. Ograniczenia te dotycza
takze kodu uniwersalnego, jakim jest bezprzedrostkowa ztozonosé Kolmogorowa (zob.
Li i Vitanyi, 1993, twierdzenie 8.1.1, a takze Cover et al., 1989).

Dla procesu stacjonarnego Xz i kodu C' okreslmy funkcje oczekiwanej dtugosci kodu

HE(n) == (lo(Xit1iitn)) (6.15)
Jezeli C' jest kodem uniwersalnym w L', to dla entropii blokowej Hx mamy

H(n) > Hx(n), (6.16)
lim H{(n)/n = hx = lim Hx(n)/n. (6.17)

n—0o0 n—~0o0

Przez analogie do entropii nadwyzkowej skoniczonego rzedu Ex(n) := I(X_,11.0; X1:n) =
2Hx(n) — Hx(2n) okreslmy funkcje oczekiwanej nadwyzkowej dltugosci kodu

ES(n) :==2HS(n) — H{(2n). (6.18)

Funkcja FE$(n) nie musi byé¢ nieujemna i rosnaca, gdyz funkcja H§ nie musi by¢
subaddytywna. Dla wygody mozemy jednak zdefiniowaé funkcje rosngca E’;C(n) =
maxy<,, B (k).

Twierdzenie 6.11. Dla dowolnego procesu stacjonarnego Xz i kodu C uniwersalnego w
L' zachodzi nieréwnodé

limsup[ES (n) — Ex(n)] > 0. (6.19)

n—oo

Dowéd: Dla kazdej funkcji f : N — R i m € R zachodzi tozsamosé

—_

3

1 F(2mn)
2f(2"n) — f(2"n)] - TSI A () s v
k=0
Z zalozenia mamy (6.17), a zatem
H h Y 2Hyx (2Fn) — Hy (28! ! Bx(2'n)
x(m) —nhx =3 [2Hx(2n) — Hix( n>}~W—Z T

s 1 ES(2Fn

HG(n) —nhyx = 3" [PHE(2n) — HG@n)] - oo = Z %
k=0 k=0

Korzystajac z (6.16) i kltadac n = 2PM dla dowolnego p € N i ustalonego M € N,
otrzymujemy

B (28M) — Ex(2FM)
> S > 0. (6.20)
k=p

Gdyby E$(2M) — Ex (28M) > 0 zachodzito tylko dla skoticzenie wielu k, to dla pewnego
p i wszystkich k& > p mieliby$my ES(28M)—Ex (28M) < 0, co stoi w sprzecznodci z (6.20).
A zatem zachodzi nieréwnos¢ (6.19). O
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Zauwazmy, ze z nieréwnosci (6.19) wynika nieréwnosé E$(n) > 0 dla nieskoriczenie wielu
n, chociaz nie zaktadalismy subaddytywnosci funkeji HY. Z (6.19) mamy takze nieréwnosé
limsup, . [E%°(n) — Ex(n)] > 0.

Skojarzmy nieréwnosé (6.19) z rozktadem ergodycznym. Oznaczmy funkcjonat oczeki-
wanej dtugoéci kodu jawnie sparametryzowany miarg przeniesiong Py, jako H (n; Px,) =
H(n) = [lc(&is1:i4n)dPx,, gdzie &,(Xz) := X,. Analogicznie oznaczamy wielkodci
E(n; Px,) := E$(n). Niech Fy bedzie miarg losowa okreslong w twierdzeniu 4.6. Dla
ograniczonej funkcji f mierzalnej 6(X7z)/R zachodzi tozsamosé

[ #irs. = [ sa ( / mdPFX<m>) -/ ( / fdm) dPp(m)  (621)

(Billingsley, 1979, ¢wiczenie 18.19). Ktadac f = 2lc(&i1.4n) — lo(&iv1iiton), Otrzymujemy
ES(n) = (E®(n; Fx)). Z nieréwnosci (6.19) mamy limsup,_., E¢(n; Fx) > E(Fx),
az (4.13) takze

<lim sup E(n; Fx) ) > (E(Fx)), (6.22)
limsup (E(n; Fx)) > H(Fx) + (E(Fx)). (6.23)

Warto zauwazy¢, ze istnieje tylko przeliczalnie wiele ergodycznych miar stacjonarnych
m o skoficzonej granicy lim sup,,_,., E(n;m).
Twierdzenie 6.12. Dla dowolnego kodu C' uniwersalnego w L' niech N¢(K) oznacza
moc zbioru stacjonarnych miar ergodycznych m takich, ze limsup, .. E¢(n;m) < K.
Dla dowolnego K € R zachodzi nieréwnosé

log NY(K) < K. (6.24)

Dowdéd: Wezmy dowolne M € N spehiajace M < NY(K). Niech A bedzie zbiorem
dowolnych M stacjonarnych miar ergodycznych m takich, ze limsup, .. E¢(n;m) <
K. Skonstruujmy przestrzen probabilistyczng z procesem stacjonarnym Xy takim, ze
Px, = [card A|7'Y°, _ym. Z jednoznacznosci rozktadu ergodycznego miara losowa Fx
jest dyskretng zmienng losowa przyjmujaca dowolng wartos¢ m € A z prawdopodobien-
stwem P(Fx = m) = 1/card A. Mamy zatem H(Fx) = log M. Dla ustalonego ¢ > 0
zmienne losowe K + ¢ — E€(n; Fx), n € N, s prawie na pewno nieujemne dla prawie
wszystkich n. Z lematu Fatou mamy zatem K + € — <lim sup,, .. B¢ (n; FX)> < K+
e—limsup,_ ., (E°(n; Fx)), czyli limsup,_, (E°(n; Fx)) < (limsup,_, E°(n; Fx)) <
(K) = K. Z nieréwnosci (6.23) mamy log M = H(Fx) < limsup,_, (E°(n; Fx)) < K.
Zatozylismy, ze M jest dowolng liczbg naturalng spetiajaca M < NY(K), czyli z nieréw-
nosci log M < K wynika (6.24). O

Z twierdzenia 6.12 wynika, ze rozbieznosc¢ <lim Sup,, .o E¢(n; F X)> = oo dla pro-
cesOW stacjonarnych Xz jest powszechna. Nie wyklucza to jednak mozliwosci, ze ciag
EQC(n) ro$nie z szybkoscig rézng dla réznych proceséw Xz i kodow C' przy zachowa-
niu nieréwnosci (6.19). Poniewaz istnieje nieprzeliczalnie wiele finitarnych i ergodycznych
ukrytych tancuchéw Markowa, to na mocy twierdzenia 6.12 nie istnieje kod C' taki, ze
limsup,,_, . [E$(n) — Ex(n)] < oo dla dowolnego procesu stacjonarnego Xz. Byé moze
jednak istnieje kod C' taki, ze lim, .o [E$(n) — Ex(n)]/n® = 0 dla kazdego procesu Xz
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i a > 0 spehiajacego lim, .., Fx(n)/n* < co. Kod taki mégtby by¢ uzywany do testo-
wania istnienia silnej zalezno$ci w dyskretnych szeregach czasowych oraz do okreslania
rzedu wzrostu entropii nadwyzkowych Ex(n).

Nieréwnosé (6.19) ma tez ciekawa interpretacje w kontekscie badan jezyka naturalnego.
Szerzej piszemy o tym w odrebnym artykule skierowanym do lingwistéw (Debowski, 2005),
zreferujmy jednak tutaj niektére idee. W swietle twierdzenia 5.5 mozna przypuszczaé, ze
stacjonarny proces stochastyczny modelujacy jezyk naturalny powinien by¢ niefinitarny.
Jak wspominali$my, wedtug niektérych publikacji (Hilberg, 1990; Ebeling i Péschel, 1994)
entropia nadwyzkowa n kolejnych liter tekstu w jezyku angielskim spelnia przyblizong
zalezno$é Ex(n) = const -v/n dla n < 100. Gdyby zaleznosé ta zachodzita dla wszystkich
n € N, to dla dowolnego kodu uniwersalnego C' i dla nieskonczenie wielu n mieliby$my
E$(n) > const -\/n.

W istocie lingwistom znana jest prawidtowosé¢ zblizona. Blisko zwiazane z prawem
Zipfa-Mandelbrota (Mandelbrot, 1983) empiryczne prawo Guirauda (Guiraud, 1954) gtosi,
ze liczba V' réznych stéw w tekscie liczacym ogétem N stéw i n liter spelia przyblizong
zaleznosé V > const -v/N, gdzie N ~ const -n. Na podstawie kilku badaf empirycznych
(Wolff, 1980; Nevill-Manning, 1996; Nevill-Manning i Witten, 1997; de Marcken, 1996)
sadzimy (Debowski, 2005), ze V jest w przyblizeniu proporcjonalne do liczby réznych
jednostek nieterminalnych definiowanych dla danego tekstu przez kod MDL okreslony jako
najkrétszy kod uniwersalny oparty na gramatyce (Charikar et al., 2002). Przedstawilismy
heurystyczna argumentacje (Debowski, 2005), ze dla kodu MDL i stacjonarnego losowego
tekstu Xi.0, oczekiwana dtugosé definicji wszystkich jednostek nieterminalnych oprécz
jednostki poczatkowej nie moze byé¢ mniejsza niz nadwyzkowa dtugosé kodu EMPY(n).
Reasumujac, prawo Guirauda prawdopodobnie mozna by wywies¢ z hipotezy o rzedzie
wzrostu entropii nadwyzkowej Ex (n). Lepsze uzasadnienie naszych przypuszczen wymaga
jednak dalszych badan kodéw opartych na gramatykach.



Rozdzial 7

Przeliterowanie i segmentacja

W rozdziale 6 dowiedlismy, ze dla proceséw stacjonarnych o skoriczonej liczbie wartosci
nadwyzkowe dtugosci dowolnego kodu uniwersalnego sa nieskonczenie cze¢sto nie mniejsze
niz entropie nadwyzkowe skonczonego rzedu (twierdzenie 6.11). Warto bytoby modc po-
rownywaé rzedy wzrostu nadwyzkowej dhugosci kodu i przyblizen entropii nadwyzkowej
na konkretnych przyktadach proceséw, dla ktérych Ex(n) rosnie dostatecznie szybko (np.
potegowo). W tym celu nalezatoby najpierw takie przyklady skonstruowac.

Konstrukcja dyskretnych procesow niefinitarnych o skonczonej liczbie wartosci jest
znacznie trudniejsza niz konstrukcja niefinitarnych proceséw gaussowskich. W szczegdl-
nosci znacznie trudniejszy jest opis przestrzeni osiggalnych warto$ci entropii blokowej
Hx(n) (por. Yeung, 2002, rozdzial 12 i 14). Dla proceséw dyskretnych nie ma bowiem
prostego analogonu twierdzenia 8.9. Owo twierdzenie glosi, ze warunki A?Hy (k) < 0
sg jedynymi warunkami, ktére musza spelia¢ entropie blokowe procesow gaussowskich.
Niewatpliwie dla procesu dyskretnego X7 pewne dodatkowe wiezy narzucane sa przez
nierownosci AHx (k) = Hx(1) + Zf:g A?Hx (1) > 0. Nie sa to jednak wszystkie wiezy.

Przygotowujac niniejsza prace, prowadziliSmy pewne wstepne badania parametryzacji
miar proceséw stacjonarnych o wartosciach binarnych, X;(2) € {0, 1}, za pomoca obiektu
zblizonego koncepcyjnie do funkcji czedciowej autokorelacji dla procesow gaussowskich.
Przy okazji zauwazyliémy, ze dla proceséw binarnych wartosci A2Hx (1) musza spetnia¢
mocniejszy warunek A?Hy (k) € [—C(k), 0], gdzie liczba C(k) < AHx(k — 1) zalezy od
rozktadu zmiennych Xi.,_ 1. Z tego powodu sam fakt istnienia stacjonarnych proceséw
binarnych o potegowo rosnacych entropiach nadwyzkowych Ex(n) jest nietrywialny.

Wiemy jednak, ze pewne procesy niefinitarne o wartosciach binarnych istnieja. Fakt
ten wynika ze wzoru (4.13). Poniewaz istnieje nieskonczenie wiele miar stacjonarnych
i ergodycznych proceséw binarnych, to mozna dobraé taka miare P, , ze H(Fy) = oc.
Woéwcezas dla Py, = [ mdPp, (m) proces Xz jest niefinitarny i nieergodyczny.

Kilka konkretnych przyktadéw niefinitarnych i nieergodycznych proceséw binarnych
uzyskuje sie przez przeksztalcenie czestosciowe (A.35) zastosowane do pewnych ciagdéw
automatycznych (Allouche i Shallit, 2003). Aby przywolaé definicje tychze ciagdw, po-
czynmy kilka uwag notacyjnych.

Przypomnijmy, ze V¥ = (J, V" = {214 : 2; € V, k € N} oznacza zbiér wszystkich
niepustych stow, ktorych znaki sa elementami V. Zbiory nieskonczonych ciagdéw bedziemy
oznaczaé jako V7 1= {21, 1 2; € V} oraz V& = {z_0: 2; € V}. (Oznaczenia 1.
uzywamy zamiennie z xy.) Dla dowolnej funkeji f : V — WT przeksztalcajacej znaki ze
zbioru V w niepuste stowa ze zbioru W oznaczmy funkcje f*:V*t — Wt f*:V~ —
W~ oraz f*: V" — W jako

fH () = f21) x flag) x ... X f(p), (7.1)
J T (T100) := fm1) X fx) X f(23) X .0\ (7.2)
FH(2 ) = . X flx_9) X f(x_1) x f(0), (7.3)



64 Rozdzial 7. Przeliterowanie i segmentacja

gdzie z; € V. Dla f : V — V* oznaczmy iteracje f* jako f! := f* oraz f**! := ftof" dla
n > 1. Jezeli dla pewnego = € Vi kazdego k € N ciag f*(x) jest przedrostkiem f**!(x), to
niech f*(x) € V— oznacza taki nieskoniczony ciag, ze wszystkie f"(x) sa przedrostkami
().
Korzystajac z powyzszych oznaczen definiuje sie cztery ciagi automatyczne:
(i) ciag Fibonacciego af := f°(0), gdzie fr(0) = 01, fr(1) = 0 (Gramss, 1994);
(ii) ciag Thue-Morse’a af; := f2°(0), gdzie fr(0) = 01, fr(1) = 10 (Berthé, 1994);
(iii) ciag Rudina-Shapiro aff := p}f o f2(0), gdzie fr(a) = ab, fr(b) = ac, fr(c) = db,
Fi(d) = de. pr(a) = p™(b) = 0, pr(c) = pP(d) = 1 (Berthé, 1094).
(iv) ciag paperfolding afj := pp o f7°(0), gdzie fp(a) = ab, fp(b) = cb, fr(c) = ad,
fr(d) = cd, pr(a) = pf(b) = 1, pr(c) = p®(d) = 0 (Berthé, 1994).
Konstruuje sie takze procesy X7, gdzie u = I, T, R, P, zas

Py (XY, = 11p) = lim — Z [atip1 = 1] - (7.4)

n—oo N,

dla kazdego 1, € {0, 1}+. Dla kazdego z X% liczba réznych stéw xy, € VP takich,
ze Pi(X}, = m1,) > 0, jest ograniczona przez K"p dla pewnych K* > 0 (Berthé,
1994; Gramss, 1994). Stad Hxu«(n) < log K" + logn. Doktadniejsze obliczenia poka-
zujg, ze zmienne limn_,w%log P(X}, = X{,.(-)) prawie na pewno nie sa stalymi zas
|Hxu(n) —logn| <log K" (Berthé, 1994; Gramss, 1994). Zatem wszystkie cztery procesy
sg niefinitarne, a w swietle twierdzenia 4.10 takze nieergodyczne.

Dla kazdego z proceséw X% entropia nadwyzkowa Exu(n) rosnie logarytmicznie z n.
Rozpatrzmy zatem inny potencjalny sposob konstrukeji proceséw o potegowo rozbiegaja-
cej entropii nadwyzkowej skonczonego rzedu.

W rozdziale 5 pokazalismy, jak tatwo mozna konstruowaé¢ dyskretne niefinitarne pro-
cesy nieprzeliczalnego opisu Xz, gdy liczba wartosci zmiennych X, jest nieskonczona.
Nie wiemy jednak niestety, jak konstruowac¢ procesy nieprzeliczalnego opisu o skoriczone;j
liczbie warto$ci — do ktoérych twierdzenie 6.11 mogtoby znalezé¢ zastosowanie. Pewnym
ogblnym rozwigzaniem byloby wskazanie klasy przeksztatcen, ktore przeksztatcaja miary
dyskretnych procesow stacjonarnych o nieskonczonej liczbie wartosci na miary procesoéw
stacjonarnych o skonczonej liczbie wartosci z zachowaniem interesujacych nas wtasnosci
teorioinformacyjnych.

Niech zmienne X;, ¢ € Z, na przestrzeni probabilistycznej (€, J1, P1) spelniaja
X;(Q) C V, gdzie V jest dowolnym przeliczalnym zbiorem znakéw. Dla f : V. — W+
niech f* bedzie dane wzorami (7.2) i (7.3). Wowczas mozemy skonstruowaé proces Y7,
gdzie Y] = [T(X10), Yoo = [T(X_x0), a zmienne Y; przyjmuja wartosci w W.
Niestety sama stacjonarnos¢ procesu Xy zwykle nie zapewnia stacjonarnosci procesu Y.
Proces Y7 jest niestacjonarny na przyktad dla f(z) = g(x) x h(x), gdzie g(V)UR(V) C W
za$ g(V) N h(V) = 0.

Zaproponujmy konstrukcje procesu o wartosciach w W, ktéra produkuje wyltacznie
procesy stacjonarne. Dla prostoty notacji bedziemy rozpatrywaé procesy stacjonarne Xy
i Yy, gdzie zmienne X; i Y; indeksowane sg liczbami naturalnymi. W razie potrzeby procesy
te mozna zawsze rozszerzy¢ do Xy i Yy (Kallenberg, 1997, lemat 9.2).

Przynajmniej niektére miary stacjonarne P; o X ! maja interpretacje czestosciowa
(zob. dodatek A.7). Istnieje woéwczas taki ciag Ty, Z; € V, ze prawdopodobienstwa wartosci
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X1.p sa granicznymi czestosciami p-literowych stow w Zy,

P(le_xlp = lim — Z[[xzz—l—p 1 —xlp]] (75)

n—oo N

Przy pewnych dodatkowych zatozeniach, na pewnej przestrzeni probabilistycznej
(Q, J2, P») istnieja zmienne Y; takie, ze Y;(£22) C W, za$ prawdopodobienstwa wartosci
Y1, sa granicznymi czestosciami g-literowych stéw w ciagu gy == f(Zn),

P, (}/1 :q = Y1 q - hm Z [[yz tidg—1 = Y1t q]] (76)

Kierujac sie bardzo ogdélnymi intuicjami, przypuszczamy, ze dla pewnych funkcji f
wtasnosci entropii blokowej Hy procesu stacjonarnego Yy sa podobne do wtasnosci entropii
blokowej Hx procesu Xy. Pokazemy, ze tak jest istotnie, gdy f(V) jest zbiorem stow
o statej dtugosci, a f jest iniekcja.

Jest dobrym pytaniem, czy dla dowolnej miary stacjonarnej P; o X ! mozna skon-
struowa¢ ciag Ty spehiajacy (7.5), ale tym zagadnieniem nie bedziemy zajmowaé. Aby
przeksztalci¢ miare P o Xy ! na miare P, o Yy ! nie trzeba bowiem konstruowaé ciagu Zy.
Definicja 7.1. (przeliterowanie) Rozpatrzmy funkcje f : V. — Wt i proces Xy na
przestrzeni probabilistycznej (1, J1, P1), gdzie X;(Qq) C 'V oraz

(len f(X1)) < o0. (7.7)

Przeliterowaniem procesu Xy wzgledem f nazywamy proces (N, Xy, Yn) na pewnej prze-
strzeni probabilistycznej (Qa, T2, Po) taki, Ze X;(Qa) CV, N(Qs) CN, Y;(Q) C W, zas

P1<X1 = .’L‘l) len f(.Tl)

Py(Xi=x) = Ten 1(X,)) , (7.8)
Py (X = x| Xy = 11) = Pi(Xj = x| X1 = 21), i,j €N, (7.9)
N L Xy| Xy, (7.10)
Py(N =n|X; = 11) = [n < len f(x1)] /len f(z1), (7.11)
Yi = [ 7(Xn)] oo (7.12)
gdzie [Y1.00|k1 := Yk Proces Yy nazywamy procesem przeliterowanym.

Zwréémy uwage, ze jezeli len f(z;) = K dla kazdego z; € V, to N 1L Xy, Py(N =
n) = [n < K] /K oraz Po(X1.y = T1am) = Pi(X1m = ZT1.n). Mozna wice zatozyé, ze
(Q, T1, P1) = (Qq, Jo, Po) za$ Xy = Xy. Jezeli dtugoéci len f (1) nie sg state, to zaleznoéé
miedzy Xy a jego przeliterowaniem jest znacznie bardziej skomplikowana. W ogélnosci
proces Xy nie musi by¢ stacjonarny nawet, gdy Xy jest stacjonarny.

Dla uproszczenia oznaczmy Py, = P, o X ! Rozktad procesu Yy ma postaé

len f(x1)
P2(Yl:k = yl:k) = / Z F<i7xNay1:k) dPXN(JfN), (7-13)

i=1

[/ (on)]iin—1 = yre]
(len f(X1))
Malo przejrzysta definicja 7.1 pokrywa sie ze wcze$niej wspomniang interpretacja cze-
stosciows, jezeli tylko interpretacja taka istnieje.

F(i,zn, Y1) == (7.14)
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Twierdzenie 7.2. Niech (N, Xy, Yy) bedzie przeliterowaniem procesu Xy wzgledem f.
Jezeli istnieje taki ciqg Ty, Ze zachodzi (7.5), to dla §y = f1(Zn) zachodzi (7.6).

Dowdéd: Podstawiajac (7.5) otrzymujemy

(len f(X1)) Z Pi(X7 =) len f(z1) = lim — Z Z [Z; = z1] len f(z1)

n—oo M,
r1€V =1 x1€V

= lim 1 Zlen f(z;) =: L. (7.15)

Niech p > k. Mamy wéwczas

len f(z1)

Py (Yir = yix) = / Z [[ (2n)ici ke 1—y1k]]dPXN TN)

lenf (z1)

Z Z [[ ll?lp iritk— 1—y1k]]P1 X1p—$1p)

J:l p€EVP  i=1

n len f(Z;)

Er}ljgonz Z [[ (Zj:j4p—1))isith— 1—914]

o e 1§:k“f““ [ (200 Jisitht = Y]
e E?Zl len f(z;)
1 M(n

)
= im M(n) ; [ @) ]isivn—1 = ya]

gdzie M(n) := > 7, len f(z;) > n.
Oznaczmy B(m) := > " [[fT(Zn)]ii+k—1 = Y1.4]. Poniewaz B(m) jest rosnaca funkcja
m, to dla kazdego m spemhiajacego M(n) < m < M(n + 1) mamy

B(M(r)) _ B(m) _ B(M(n+1))
Mn+1)— m — M(n)

Aby dowiesé, ze Po(Y1, = Y1) = lim,, oo B(M(n))/M(n) = lim,, . B(m)/m, wystarczy
pokazac, ze

i BOI=1) B 1) - B(M ()

T My AT M@)o M(n) (7.16)

Z (7.15) mamy, ze Ln —e(n)n < M(n) < Ln+ ¢(n)n dla pewnego €(n) malejacego z n do
0. Stad B(M(n+ 1)) < B(M(n)) + [M(n+ 1) — M(n)] < B(M(n)) + L + 2¢(n)(n + 1).

.| B(M(nt1)  B(M(n) L ntl . o
A wige | =708 — =iy ) < 77y T 2e(n—1) Mj(Ln). Poniewaz prawa strona nieréwnosci
dazy do 0 dla n — oo, to istotnie zachodzi (7.16). A zatem zachodzi takze (7.6). O

Niezaleznie od tego, czy istnieje interpretacja czestosciowa procesu Xy, mamy naste-
pujace twierdzenie.
Twierdzenie 7.3. Dla dowolnego przeliterowania (N, Xy, Yn) procesu stacjonarnego Xy
wzgledem f proces Yy jest stacjonarny.
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Dowéd: Zgodnie z warunkiem (A.34), aby dowiesé¢ stacjonarnosci procesu Yy wystarczy
wykazac, ze

Z Py (Vi1 = yor) = Po(Yik = Y1) = Z Py (Y11 = Yrkt)- (7.17)
YyoEW Yk+1€EW

W istocie mamy

len f(z1)
Z Py(Yiig1 = Your) = / Z F(i+ 1, T100, Y1) | dPxy(2n)
yoEW i=1

len f(z1)
Z F(i, 2100, Y1) | dPxy () + /F(17$2;oo7y1:k)dPXN(SUN)
1=2

len f(x1)

= / Z F(Zu x1:007y1:k) dPXN<.TN) = P2<Y1:k = yl:k)7
i=1
korzystajac w drugiej rownosci ze stacjonarnosci Xy. Z drugiej strony
len f(x1)
Z Py(Yi41 = Y1s1) = / Z F(i,%1.00, Y1:%) | dPxy(2n) = Po(Yi:k = Y1:5)-

Yk+1EW i=1
O
Zauwazmy, ze dla dowolnego procesu stacjonarnego o skonczonej liczbie wartosci ist-
nieje proces stacjonarny o wartosciach binarnych i o zblizonej funkcji entropii blokowe;j.

Twierdzenie 7.4. Niech (N, Xy, Yy) bedzie przeliterowaniem procesu stacjonarnego Xy
wzgledem f:V — WE | gdzie V jest skoriczone, a f jest iniekcjq. Istnieje wéwczas stata
C taka, ze dla wszystkich n € N zachodzi

[H (Yink) — H(X1)| < C. (7.18)

NB. Z ograniczenia (7.18) wynika hy = hx /K oraz |Fy(nK) — Ex(n)| < 3C.

Dowéd: Poniewaz dla f : V. — WK zachodzi Po(Xim = T1m) = Pi(X1m = T1m), to
wystarczy pokazaé, ze |H (Yix) — H(X1.,)| < C. Jest to tatwiejsze, gdyz zmienne Xy
1 Yy okreslone sa na tej same] przestrzeni probabilistycznej. Mamy tez 1 < N < K.

Poniewaz N + nK — 1 < (n + 1)K, to mamy Yi,x = (XN NNgnk—1 =
(X104 1)) N:N4nk —1- Z nieréwnosci przetwarzania danych

H(}/an) S H(Xlzn—i-l X N) S H(Xln) + H(Xn—i-l) + H(N)
< H(Xy.,) +logcardV + log K.

Z drugiej strony mamy Yx_ ny2:(n+1)K—N41 = [f+(XN)]K+1:(n+1)K. Poniewaz K — N +
2>2oraz (n+1)K—N+1 < (n+1)K, to na mocy iniektywnosci f istnieje taka funkcja
g, 7€ Xomi1 = 9(Ya:(nt1)k, IV). Z nieréwnosci przetwarzania danych wynika

H(Xlzn) - H(XZ:n—‘,—l) S H(Yé:(nJrl)K X N)
S H(Yé:nK+1) + H(YnK+2:(n+1)K) + H(N)
< HYimk)+ (K +1)logcardV + 2log K.
Jako statg w (7.18) mozemy zatem wzia¢ C' = (K + 1) logcard V + 2log K. O
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W powyzszym twierdzeniu kluczowe byto zalozenie o iniektywnosci funkcji f. Uogdl-
nienie twierdzenia 7.4 na przypadek, gdy Xy jest procesem o nieskonczonej liczbie warto-
Sci, jest niestety nietrywialne. Jest to przypadek, ktory bytby potrzebny do przeliterowania
na procesy binarne przyktadéw proceséw nieprzeliczalnego opisu z rozdziatu 5. Mimo to
dobra wiadomoscia jest, ze dla szerokiej klasy rozktadéw (p, )nen i iniekeji f : N — {0,1}F
proces Xy z przyktadu 5.6 spelnia warunek (7.7), a wiec mozna go przeliterowaé na od-
powiedni proces binarny Yy.

Twierdzenie 7.5. Niech W bedzie zbiorem skonczonym. Dla dowolnej statej A > 1
i zmiennej W, gdzie W () C W, zachodzi

A-=2

HW) < [Gen W) log(Acard W) — ﬁ] .

Nieréwno$é (7.19) zachodzi takze, gdy H(W') lub (len W) sq nieskoniczone.

(7.19)

Dowéd: Niech p(w) i g(w) spetiajag 0 < p(w) < 1,0 < g(w) <1, Y cw+ P(w) < o0,
Y wewt @(w) < 0o. Z nieréwnodci z — 1 —logz > 0 dla = g(w)/p(w) > 0 mamy

— ) pwlogpw)<— > pw)logg(w)+ Y lg(w) — p(w)]

weW:p(w)>0 weW:p(w)>0 weW+

réwniez, gdy dwa pierwsze szeregi sa nieskonczone. Kladac p(w) := P(W = w) i q(w) :=
(Acard W)~ lenv  otrzymujemy

HW)<— > pw)loggw)+ > [g(w) — p(w)]

weW:p(w)>0 weW+

= (len W) log(A card W) + Z A" -1

n=1

O

Twierdzenie 7.6. Jezeli H(X;) = oo dla zmiennej dyskretnej X1, to dla Zadnego zbioru
skoticzonego W nie istnieje iniekcja f : X1(1) — W taka, Ze (len f(X;)) < 0.

Dowéd: Oznaczmy W = f(X;). Jezeli f jest iniekcja, to H(W) = H(X;) = oco. Z nie-
réwnosci (7.19) mamy zatem (len W) = oo. O

W Swietle twierdzenia 7.6 istniejg procesy dyskretne Xy o nieskonczonej liczbie wartosci,
ktérych nie mozna przeliterowaé¢ wzgledem zadnej iniekcji f na proces Yy o skoriczonej
liczbie wartosci, gdyz nie mozna spetié warunku (7.7).

Wiemy, ze dla proceséw dyskretnych zachodzi nieréwnosé H(X;) = H(X;) >
I[(X;; Xj41). Jezeli Xz jest dyskretnym niefinitarnym taficuchem Markowa, to zachodzi

H(X;) = H(X;) > I(X;; X)) = I(X _seijs Xjf1:00) = 0. (7.20)

Zatem zaden niefinitarny tancuch Markowa nie moze by¢ przeliterowany na proces binarny
wzgledem iniektywnej funkcji f. Jest to wynik intrygujacy, gdyz znamy przyktady dys-
kretnych ergodycznych niefinitarnych proceséw Markowa (zob. przyktad 2.13), natomiast
nie znamy zadnego ergodycznego procesu niefinitarnego o skonczonej liczbie wartosci.

Pewnych pomystéw na uogolnienie twierdzenia 7.4 moze przysporzy¢ rozpatrzenie
transformacji w zamys$le odwrotnej do przeliterowania. Dla pewnych funkcji f: V — W+
i dowolnego procesu stacjonarnego Y7 istnieje doktadnie jeden proces stacjonarny Xz
na tej samej przestrzeni probabilistycznej spelniajacy warunek Yi.., = f7(Xi.o) oraz
Y—oo:O = er(X—oo:O)-
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Twierdzenie 7.7. Niech [ :V — WT bedzie inickcjq takq, Ze f(V) jest zbiorem bezprze-
drostkowym. Wéwczas f+ : V7 — W™ jest iniekcjg. Jezeli dodatkowo zbidr f(V) jest
zupelny i skonczony, to fT: V™ — W jest bijekcjq.

NB. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla f™ : V= — W= gdy f(V) jest zbiorem bez-
przyrostkowym.

Dowdéd: Zalézmy, ze ciag yy = fT(xn) = fT(x}) jest obrazem dwoch ciagéw xy, zfy €
V. Poniewaz f(V) jest bezprzedrostkowy, to istnieje doktadnie jedno stowo u! € f(V)
i ciag yi, € W™ takie, ze yy = u' x y&. Stad wynika, ze f(z;) = u' = f(z}) oraz
[H(xh) = y' = fT(a)..). Przez indukcje mozna pokazaé, ze dla kazdego n istnieje
dokladnie jeden ciag stow !, ..., u™ € WT i ciag y& € W takie, ze f(x;) = u' = f(2})
dlal <i<noraz fT(2] 11.00) = Y& = [T (2], 11.0). Poniewaz f jest iniekcja, stad wynika,
ze x; = ) dla kazdego i € N. Zatem zn = zfy a fT jest iniekcja.

Zatézmy teraz, ze zbiér f(V) jest skonczony i ze istnieje ciag yy € W™, ktéry nie
jest obrazem zadnego xy € V7. Wowczas musi istnie¢ ciag yy, € W™ taki, ze zadne
stowo z f(V) nie jest przedrostkiem yi. (Ciag yf jest wynikiem odcigcia od yy pewnej
liczby przedrostkow z f(V). Liczba ta musi by¢ skonczona, gdyz zatozyliémy, ze yy nie
jest obrazem zadnego xy € V7.) Niech [ bedzie dtugoscia najdtuzszego stowa z f(V),
a w' € W' niech bedzie przedrostkiem ciagu y§ dtugosci [. Zachodzi w’ & f(V), a zbiér
{w'} U f(V) jest bezprzedrostkowy. Z nieréwnosci Krafta (6.1) mamy wiec

Z (card W)~ lenw — Z (card W)~'n® 4 (card W)™ < 1, (7.21)
we{wJUf(V) we f(V)

czyli f(V) nie jest zupehny.
Zatem jezeli f(V) jest zupelny i skonczony, to f*: V™ — W™ jest bijekcja. O

Przypomnijmy, ze zbiér nazywamy bezrostkowym, gdy jest jednoczesnie bezprzedrost-
kowy i bezprzyrostkowy. W przeciwienstwie do zbioréw bezprzedrostkowych i bezprzy-
rostkowych, zbiory bezrostkowe badane sa od niedawna (Gillman i Rivest, 1995). Oprécz
trywialnych przyktadéw zbiorow zupelnych istnieja przyktady mniej trywialne.
Przyklad 7.8. (zbidr stéw o statej dlugosci) Dia dowolnego n € N zbior U = W”
jest zupetnym zbiorem bezrostkowym.

Przyktad 7.9. (zbiér stéw o zmiennej dtugosci) Dia W = {a, b} zbior
U = {ab, aaa, baa, bba, bbb, aaba, aabb, baba, babb} (7.22)

jest zupelnym zbiorem bezrostkowym (zob. Gillman i Rivest, 1995).

Skoriczone zupelne zbiory bezrostkowe o do$¢ dowolnie zréznicowanych dlugosciach stow
mozna definiowaé rekurencyjnie (Gillman i Rivest, 1995; Ahlswede et al., 1996).
Zdefiniujmy segmentacje procesu stochastycznego.

Definicja 7.10. (segmentacja) Rozpatrzmy iniekcje f V. — WT takq, ze f(V) jest
zupetnym i skoriczonym zbiorem bezrostkowym, oraz dowolny proces Yz, gdzie Y;(2) C W.
Segmentacjq procesu Yz wzgledem f nazywamy proces Xz spetniajgcy X;(Q) CV, Yi.po =
FH(Xioo) 0102 Y o0 = fT(X _000)-

Segmentacja Xz dowolnego procesu Yz wzgledem funkcji f z definicji 7.10 jest jednoznacz-
na na mocy twierdzenia 7.7. Konstrukcje prawie jednoznacznej segmentacji Xz mozna by
uogdlni¢ na przypadek, gdy f(V) jest dowolnym zbiorem bezrostkowym, a P(Yi.., €
fH(V7)) = P(Y_w0 € fT(V7)) = 1. Uogdlnienia tego nie bedziemy tutaj rozpatrywacé.
W dalszych twierdzeniach istotnie wykorzystujemy skoniczonosé i zupelnosé zbioru f(V).
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Aby udowodnié¢, ze segmentacja procesu stacjonarnego jest stacjonarna, potrzebujemy
prostego lematu.
Lemat 7.11. Niech U C W* bedzie skonczonym zupetnym zbiorem bezprzedrostkowym.
Niech U,, C U bedzie podzbiorem stéw o maksymalnej dtugosci. Wowczas istnieje zbior U,
taki, ze Up, = Uy x W, (U\ U,,) NU, =0, zas$ (U \ Uy,) U U, jest skoticzonym zupelnym
zbiorem bezprzedrostkowym.
NB. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla zbioréw bezprzyrostkowych.

Dowéd: Zdefiniujmy U, := {w € W*: Jyew : w x y € Uy, }. Poniewaz zbiér U jest bez-
przedrostkowy, to (U \ Uy,) NU, =0, zas (U \ U,,) U U, jest takze zbiorem bezprzedrost-
kowym. Mamy U, C U, x W, wiec jezeliby zachodzito U,, # U, x W, to mieliby$my

Z(CardW)_lenw< Z (CardW)—lenw+ Z (Cardw)—lenw

welU weU\Upm weUpxW
= Z (card W)~ lenw 4 Z (card W)~lenw < 1,
weU\Upm weUp

a wiec zbiér U nie bytby zupely. Stad dla zupetnego zbioru U musi zachodzi¢ U,, =
U, x W, a zbior (U \ U,,) U U, takze musi by¢ zupelny. O

Twierdzenie 7.12. Niech X7 bedzie segmentacjq procesu Yz wzgledem f @V — W,
Jezeli Yy jest stacjonarny, to Xy jest takze stacjonarny.

Dowéd: Oznaczmy P(w) := P(Yit1itienw = w) dla w € WT. Okreslmy dtugos¢ len U
zbioru U C W* jako maksymalng dtugos¢ stowa nalezacego do U. Ze stacjonarnosci Y7
iz lematu 7.11 dla dowolnego skonczonego zupelnego zbioru bezprzedrostkowego U mamy

ZP(w’xw): Z P(w' x w) + Z P(w' x w)

wel wEU\Unm wEUpXW
= > Pwxw)+ Y P xw)=>Y P xw), (7.23)
weU\Um weUp welU’

gdzie U’ := (U \ Uy,) UU, jest zupelnym zbiorem bezprzedrostkowym o len U’ = len U — 1.
Poniewaz P(w' x A\) = P(w’), a {\} jest zupelnym zbiorem bezprzedrostkowym o naj-
mniejszej dhugosci, to réwnosé

> P xw) =P(w) (7.24)

zachodzi dla dowolnego skonczonego zupetnego bezprzedrostkowego zbioru U.
Ze stwierdzenia analogicznego do lematu 7.11 wnioskujemy tez, ze réwnos¢

> P(wxuw') =P (7.25)

zachodzi dla dowolnego skonczonego zupetnego bezprzyrostkowego zbioru U.
Zwroémy teraz uwage, ze

(Xl:n = xl:n) = (leleanr(xl;n) = er(:Ul:n))a
(Xm:O — xm:O) = (Y—lenf+(xm;0)+1:0 = f+(l‘m:0))-
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Zatem dla dowolnego m < 11in > 0 mamy

P(an - xm:n) - P(Y, len f+(zm:0)+1l:len f+(z1.m) — f+(xm:n))
= P<f+<xmn))

Z tozsamosci P(X1., = x1.,) = P(fT(21,,)) dla m,n > 1 uzyskujemy

P(Xpin = Tpin) = Y P(Xip = 21)

T1m—1€VM—1

= Z P(w X fH(Zmn)) = P (@),

we[f(V)Jm=1

gdyz [f(V)]™! jest zupelnym zbiorem bezrostkowym.
Podobnie z P(Xn.0 = Tmo) = P(fT(2m0)) dla m,n < 0 mamy

P(an = SL’m;n) = Z P<Xm:0 = xm:O)

Tn—1:0 ev—n+2

= Z P(f(2mm) X w) = P(fT (@),

we[f(V)] 72

gdyz [f(V)]7"*2 jest zupelnym zbiorem bezrostkowym.
Reasumujac, proces Xz jest stacjonarny. O
Mamy tez pewien analogon twierdzenia 7.4.

Twierdzenie 7.13. Niech X7 bedzie segmentacjq procesu Yz wzgledem f : V. — W,
Zachodzq zwiqzki

I(Y—m-l—l:O; }/1n) S ](X—m—i—l:O; Xl:n) S I(Y—mK—i—l:O; YVl:nK)a (727)
EY = [<ono:0; leoo) = [<Xfoo:03 Xl:oo) = EX; (728)

gdzie K jest dlugoscig najdiuiszego stowa w f(V).

Dowdéd: Poniewaz Y1.oo = [T(Xj.00) 0raz Y o0 = fT(X _w00), a f jest iniekcja, to istnieja
funkcje g1, ..., g4 takie, ze Y_,, 1.0 = 01 (Xfm+1:0), X mt10 = gz(YmeH:o), Yi = 93(X1:n)
i X1 = 94(Yimk). A zatem nieréwnosci (7.26) i (7.27) wynikaja z nieréwnosci przetwa-
rzania danych. Réwnos¢ (7.28) wynika z (7.27), (3.1) i twierdzenia o trzech ciagach. O

Nie jest jasne, w jakim zakresie segmentacja jest operacja odwrotna do przeliterowania.
Niech proces X7z bedzie segmentacja procesu stacjonarnego Y7z wzgledem f. Wowczas
proces Y7z jest procesem przeliterowanym uzyskanym z X7 za pomocy f wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodza réwnosci

Py (Yip = y1x) = / [/ (zn)] = y1a] dPx, (2n)

len f(x1)

- / YT le 73 [ hinies =l | dPx (o) (729

Rozstrzygniecie, czy réwnosé (7.29) jest prawdziwa, pozostawiamy jako problem otwarty.
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Rozdzial 8

Wlasnosci podstawowe

Procesem gaussowskim nazywa si¢ dowolny proces Xz o wartosciach rzeczywistych lub
zespolonych taki, ze skoniczone podzbiory zmiennych X,, maja wielowymiarowy rozktad
normalny. Dowolny wielowymiarowy rozkltad normalny zadany jest wytacznie przez miary
zaleznosci par zmiennych (X,,, X,,). Dlatego studium proceséw gaussowskich wydaje sie
by¢ naturalnym pierwszym etapem w badania zwigzkoéw pomiedzy informacjg wzajemna
I(Xy; X,,) a warunkowsa informacja wzajemna I(X7; X, | X2.,—1) jako funkcjami n.

Dowolny proces gaussowski X7 mozna przedstawi¢ jako X,, = Y, + (X,,), gdzie wyrazy
(X,), n € Z, sa stalymi zas Y7 jest procesem gaussowskim o zerowej wartosci oczekiwanej.
Dla K = (ky,...,ky), gdzie k; € Z i n € N, oznaczaé bedziemy Y = (Yi,, ..., Yx,) oraz
Xk = (Xg,, .., Xg, ). Poniewaz H(Yy) = H(Xf) dla dowolnego K, badajac whasnosci teo-
rioinformacyjne proceséw gaussowskich, wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku procesoéw
o zerowej wartosci oczekiwanej. Przypomnijmy ich jawna definicje.

Definicja 8.1. (proces gaussowski) Procesem gaussowskim o zerowej warto$ci oczeki-
wanej nazywa sie dowolny proces Xz taki, Ze zmienne wielowymiarowe X majq rozktad
normalny

1 1 * -1 .
PxlK) = o qer T _Q_dg;f PO e 6D

gdzie d = 1 dla proceséw o wartosciach rzeczywistych (X, sq zmiennymi rzeczywistymsi),
za$ d = 2 dla proceséw o wartosciach zespolonych (X, = Re X, +iIlm X,,, gdzie Re X, i
Im X,, sq¢ zmiennymi rzeczywistymsi).

Wzoér (8.1) zapisujemy w skrocie jako px, ~ N[0,T'(K)]. Macierz I'(K) jest skonczo-
nym minorem o wymiarach card K x card K nieskonczonej macierzy kowariancji I' o ele-
mentach I'(K);; = I';; = Cov(X;; X;) = (X;/X;) — (X)) (X;) = (X;jX;) dla i, €
K C 7Z (Brockwell i Davis, 1987, stwierdzenia 1.6.4, 1.6.6). Dla zmiennych X, Y okre-
slamy ponadto norme || X|| = y/Cov(X;X) oraz wspotczynnik korelacji Corr(X,Y) =
Cov(X;Y) /| X|| - |Y]l, gdzie | Corr(X; Z)| < 1 z nier6wnosci Schwarza.

Twierdzenie 8.2. (Brockwell i Davis, 1987, stwierdzenie 1.6.2) Proces gaussow-
ski Xz, dla ktérego skonczone podzbiory zmiennych majg rozklad (8.1), istnieje wtedy
1 tylko wtedy, gdy nieskoriczona macierz I' jest hermitowska 1 nieujemnie okreslona, tzn.
Iy =T, oraz

Z Z a;kfl-jaj Z 0 (82)
i€K jeK
zachodzi dla kazdego ciggu (a;);cy -

Warunek (8.2) jest rownowazny stwierdzeniu, ze sze K aiXiHQ > 0.
Waznym teoretycznie przypadkiem procesu gaussowskiego jest bialy szum.
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Definicja 8.3. (bialy szum) Standardowym bialym szumem gaussowskim nazywamy
proces gaussowski Zz, o zerowej wartosci oczekiwanej taki, ze Cov(Z;; Z;) = [i = j].

Wielowymiarowe rozktady normalne maja dwie wazne wtasnosci. Po pierwsze dla kaz-
dej macierzy B o wymiarach card I x card K i gestosci px,, ~ N|[0,T'(K)], kombinacja
liniowa U; = BXk ma rozktad normalny py, ~ N[0, BI'(K)B7], gdzie Bj; := Bj;. Po
drugie, dla kazdej gestosci

R G (EDV A (R P v A

zmienne X7 i Xk sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy I'(1, K) = 0. Przestrzen liniowa
rozpinana przez zmienne X;, ¢ € K, jest skonczenie wymiarowsa przestrzeniag Hilberta z ilo-
czynem Cov(-; ). Ortogonalno$¢ dowolnych zmiennych z tej przestrzeni jest rownowazna
ich niezaleznosci.

Dla rozktadu (8.3) kombinacja liniowa Y/ := X; — I'(I, K)['(K) ' Xk jest niezalez-
na od Xy (Brockwell i Davis, 1987, stwierdzenie 1.6.6). Y/ nazywa si¢ innowacja X;
wzgledem Xy . Zmienna ®F := X; — Y/ =T'(I, K)I'(K) "' X nazywana jest najlepszym
linjowym predyktorem X; wzgledem Xg. Dla I = (i1, ...,1,) mamy ®F = (®F, ..., ®F),
YA = (VE, . YE), gdze

i1 0

O = 61 (Xk) =D ol X;, V=X —aff, (84)

jeK

za$ zmienne ®X i VX oraz liczby gbfj( nie zaleza od I. Wspoétezynniki gbfj( spelniaja réwnania
Yule’a-Walkera

SIXIP = Cov(Xi X)) — Y ¢k Cov(Xy X;), jeK. (8.5)
ke K\{j}

2
Wielkosé HX > jex @ jH jest kwadratowa funkcja liczb (aK )j z jedynym mi-

nimum lokalnym dla a; = K (Brockwell i Davis, 1987, twierdzenie 2.3.1). Dla zadanej

K
(]

(card K')3 korzystajac z algorytmu innowacji, bedacego pewna wersja algorytmu ortogo-
nalizacji Grama-Schmidta (Brockwell i Davis, 1987, twierdzenie 5.2.2). Idea algorytmu
innowacji zasadza si¢ na iteracyjnym wykorzystaniu tozsamosci

macierzy kowariancji wspolczynn1k1 ( )je 5 mozna obliczy¢ z zadang w czasie rzedu

COV(}/jm:jil; (I);nn) . Ym:j—l (8 6)
e |

j=m

gdzie COV(ij:j*l; QM) = Cov(Y}m:jfl; X5).

Dla stacjonarnych procesow gaussowskich, pojawia si¢ pewne uproszczenia. Po pierw-
sze, macierz kowariancji I' jest macierzg Toeplitza I';; = y(i—j), gdzie funkcja vy nazywana
jest funkcja autokowariancji. Wygodnie jest tez zdefiniowac¢ nastepujace obiekty: funkcje
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autokorelacji (ACF) p(n), wspétezynniki predyktoréw ¢,,;, funkcje czeSciowej autokorelacji
(PACF) a(n) oraz wzgledna wariancje¢ innowacji v(n),

p(n) = Corr(Xpyni1; Xya) = 7(1)/7(0),

o k+1:k+ _ k+1:k+
‘bni T ¢k+n+17z+n+1—i - ( k,k+i n)*a

a(n) — Corr(yk-l—Q:k—i—n; Yk+2:k+n)’

k+n+1 k+1
et |12 Ttn 12
o DA e .
| Xoll? 1 XolI?

Przy danym (p(n)) ny lub (a(n)),cqi . Ny, Pozostale trzy wielkosci mozna

ne{l,...,
obliczy¢ za pomocg algorytmu Durbina-Levinsona w czasie rzedu N? (Durbin, 1960;
Brockwell i Davis, 1987, stwierdzenie 5.2.1). W algorytmie tym kladzie sie vy = 1,

a(l) = p(1), a nastepnie iteruje

vp = [1 = |a(n)*] v, (8.11)

Gnn = (1), (8.12)

(bnj = (bn*l,j - Oé*(”’)‘l%—l,n—jv JE€ {17 sy U 1} ) (813>
a(n+1) = |pln+1) = 3" ¢ip(n + 1 —j)] /vn (8.14)

dlan € {1,..., N — 1}. Ostatnie réwnanie mozna odwrécié, aby otrzymacé p(n+ 1) zamiast
a(n +1). Zaleinosé pomiedzy ciagami (p(n))eqr.. ) i (0(n))peqr...xy JeSt Waajemnic
jednoznaczna (Pourahmadi, 2001, sekcja 7.3). Alternatywnym algorytmem obliczania cze-
Sciowe] autokorelacji jest algorytm Schura, ktory jest wygodniejszy do implementacji row-
nolegtej (Kailath, 1987).

Warunek istnienia procesu dla funkcji czesciowej autokorelacji przybiera znacznie
prostsza postaé niz dla funkcji autokorelacji.

Twierdzenie 8.4. (Ramsey, 1974; por. Schur, 1917) Stacjonarny proces gaussowski
Xz, dla ktérego skoniczone podzbiory zmiennych majg rozktad (8.1), istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy nieskoriczona macierz I' spetnia warunek I';; = v(i — j), v(—k) = v(k)*, za$
a(-) obliczone z p(-) = v(-)/v(0) wzorami (8.11)-(8.14) spetnia dwa warunksi:

(i) |a(n)| <1 dla wszystkich n > 1,

(ii) jezeli |a(k)| =1 dla pewnego k > 0, to a(n) =0 dla wszystkich n > k.
Podobne twierdzenie mozna sformutowaé¢ dla uogélnionej funkcji czesciowej autokorelacji
dla procesu niestacjonarnego (Dégerine i Lambert-Lacroix, 2003).

Przejdzmy teraz do wtasnosci entropii dla zmiennych o rozktadzie normalnym.

Twierdzenie 8.5. (Cover i Thomas, 1991, twierdzenie 9.4.1) Dla ukladu standar-
dowych miar pomiarowych entropia zmiennej Xk o rozkladzie (8.1) wynosi

1
H(Xg) = 3 [1+ dlog(2m)] card K + g log det T'(K). (8.16)

1 Zdecydowanie dogodniejsze niz (8.14) do obliczania autokorelacji p przy danej czesciowej autoko-

relacji « sa réwnania Yule’a-Walkera (8.5), ktére dla procesu stacjonarnego przybieraja postaé

D duplk—i)=p(k), n>1, ke{l,..n}. (8.15)
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Bezposrednia konsekwencja tego stwierdzenia i réwnosci (1.5) jest nastepujacy wniosek:

Twierdzenie 8.6. Dla pary (X,Y) zmiennych rzeczywistych lub zespolonych o dwuwy-
maiarowym rozkladzie normalnym zachodzi

[(X;Y) = —g log [1 — | Corr(X;Y)[*] . (8.17)

Dla zmiennych gaussowskich X 1Y istnieje takze kat korelacji ¢(X;Y) € [0, ], ktory
spetnia e TY)/d = gin ¢(X;Y) i Corr(X;Y) = cosp(X;Y). Funkcja sin ¢(X;Y) jest
metryka na zbiorze unormowanych zmiennych losowych (||X|| = ||Y]| = 1).
Twierdzenie 8.7. Dla dowolnych zmiennych X1, Xo, X3 zachodzi nierownosé

sin ¢<X27 Xg) S sin (b(XQ, Xl) -+ sin (b(Xl, Xg), (818)
gdzie sin(X;Y) := /1 — | Corr(X;Y)[2.

Dowdéd: Bez zmniejszania ogdlnosci potézmy || X1 || = || Xa|| = || X35]] = 1. Mozemy przed-
stawi¢ Xy = asXq + boYs, X3 = a3 Xy + b3Y3, gdzie Cov(Ys, X7) = 0, Cov(Ys, X;) = 0,
[Yall = [IY3ll = 1 oraz |ag|* + [baf* = as|* + |bs* = 1. Mamy sin® (Xp; X1) = [ba?,

sin? ¢(X1; X3) = |b3|? oraz sin® ¢(Xa; X1) = 1 — |ajas + bibs Corr(Yy; Y3) |2 Rozpatrzmy
teraz dwa przypadki.
(i) Zalozmy, ze |by||bs| > |as||as]. Wowezas
0 < [b2*[bs]* — (1 = [b2f*)(1 = [03]*) = [b2]* + [b5]* = 1 < ([b2] + [B3])* — 1.
Mamy zatem sin ¢(Xo; X1) 4 sin ¢(X1; X3) = |bo| + |b3] > 1 > sin ¢(X3; X3).
(i) Zatézmy, ze |bo||bs| < |az||as|. Wowcezas |as||as| — |ba||bs] € [0,1] i mamy
sin® ¢(Xa; X1) < 1 — (|az||as| — [b2[|bs])?
= [bo|* + [b3]* + 2(|az|[as| — [b2]]bs])[b2] |bs]
S |b2|2 + |bg|2 + 2|b2||b3| = (sin ¢(X2,X1) + sin ¢(X1,X3))2
0
Odpowiednik réwnosci (8.17) zachodzi takze dla warunkowej informacji wzajemne;.

Twierdzenie 8.8. Dla stacjonarnego procesu gaussowskiego Xz zachodzg réwnosci
d
I(X1;X,) = =5 log [1—|p(n—1)]], (8.19)
d
(X5 X, | Xoo1) = —A*Hx(n) = —5 log [1—]a(n—1)]%]. (8.20)

Dowéd: (8.19) wynika bezposrednio z (8.7) i (8.17). Aby udowodni¢ réwnosé¢ (8.20) za-
uwazmy, ze innowacja YL = Xy — ®L jest niezalezna od X;, a rzut ortogonalny ®4 jako
funkcja X jest staly przy danym X;. Poniewaz entropia H (X + Ax(X7)|X[) jest réwna
entropii H(X|X;) dla dowolnej funkeji Ax mierzalnej 6(X;)/(Xk), to

H(Xk|X1) = H( Xk — 95| Xp) = H(Y|X) = H(Y). (8.21)
A zatem

[<X17 Xn|X2:n71> = H<X1|X2:n71) + H<Xn‘X2:n71> - H<X1 X Xn‘X2:n71>

H(}/12:n—1) + H(YnZ:n—l) _ H(}/12:n—1 % YnZ:n—l)
I (Y'12:n—1; YnZ:n—l) )

Poniewaz para (Y™™, Y,2"~1) ma rozklad normalny, (8.20) wynika z (8.9) i (8.17). O
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Ze wzoréw (8.20) 1 (8.16) wynika, ze algorytm Durbina-Levinsona jest efektywnym al-
gorytmem obliczania wyznacznika dla nieujemnie okreslonej macierzy Toeplitza. W istocie
(8.20) i (8.11) implikuja

n

AHx(n) — Hx(1) = ZAQHX(IC) = glog Vp1 <0, (8.22)
k=2

Hx(n) —nHx(1) =Y [AHx(k) — Hx(1)] = g > “logv—y < 0. (8.23)
k=1 k=1

Z drugiej strony, z (8.16) wynika

Hx(n) —nHx(1) =

RS

[logdet T'({1,...,n}) — nlog~(0)]. (8.24)

A zatem det T'({1,...,n}) = v(0)" [T1—, vk1 = (O)" [[1=; [1 — (k)3

Mozna zada¢ pytanie, czy istnieja procesy gaussowskie o dowolnej wartosci entropii
nadwyzkowej. Odpowiedz jest pozytywna.
Twierdzenie 8.9. Dia dowolnej rzeczywistej funkcji wklestej Hx spelniajgcej Hx(0) =0
istnieje stacjonarny proces gaussowski Xy taki, Ze Hx jest entropiq blokowq tego procesu.

Dowéd: Stwierdzenie, ze funkcja Hx : N 3 n — Hx(n) € R jest wklesta, jest row-
nowazne stwierdzeniu, ze A?Hx(n) € (—oo, 0] zachodzi dla wszystkich n > 2. Relacja
I(X1; X,| Xo.n1) = —A?Hx(n) € [0,00) dla wszystkich n > 2 implikuje |a(n —1)] < 1
dla wszystkich n > 2. Ten ostatni warunek jest warunkiem dostatecznym istnienia procesu
gaussowskiego. O






Rozdzial 9

Niektore wlasnosci graniczne

Rezultaty przedstawione dotychczas odnosza sie¢ wytacznie do wtasnosci skonczonych
zbioréw zmiennych proceséow gaussowskich. W dalszej kolejnosci poréwnamy kilka wta-
snosci asymptotycznych dla procesow stacjonarnych.

Niech X7 bedzie procesem gaussowskim o zerowej wartosci oczekiwanej. Dla dowolnego
U C Z niech My oznacza domknieta przestrzen Hilberta rozpinana przez kombinacje
liniowe ) jen CiX; dla skonczonych podzbioréw B C U (tzn. przestrzen granic ciagdéw
Cauchy’ego w L?, ktorych elementami sg sumy Zje 5 ¢;X; dla skonczonych B C U). Z
twierdzenia o rzucie ortogonalnym dla domknietych podprzestrzeni Hilberta (Rudin, 1986,
twierdzenie 4.11) istnieje najlepszy liniowy predyktor <I>§J okreslony jako jedyny element
My, dla ktérego zachodzi || X; — ®V|| = infyenm, [|X; — V.

Twierdzenie 9.1. Niech Xy bedzie procesem gaussowskim o zerowej wartosci oczekiwa-
nej. Jezeli istnieje funkcja f mierzalna 6(Xy)/o(X;) taka, ze X; = f(Xy) dla U C Z
ij €L, to f(Xy) = (I>§J.

Dowéd: Zatézmy, ze Z = OV — X; = Y — f(Xy) jest rézne od 0. Zmienne Z i Xy sa
nieskorelowane i gaussowskie, a zatem o(Z) 1 o(Xy). Poniewaz Z jest mierzalng funkcja
Xy, to o(Z) C o(Xy). W s$wietle 0(Z) lLo(Xy) wynika stad, ze o(Z) 1Lo(Z). Jako, ze
(Z) =0,z 0(Z)1Lo(Z) mamy Z = 0 wbrew poczynionemu zalozeniu. Zatem istotnie
zachodzi f(Xy) = @Y. O

Rozszerzajac konwencje z poprzedniego rozdziatu, dla m,n € Z U {—o0, 00} oraz U =
{k € Z:m <k < p} bedziemy pisa¢é My = M, oraz @ = &7, Na mocy ponizszego
twierdzenia predyktory @ o:p=1 ga granicami predyktoréw skonczonych.
Twierdzenie 9.2. Dla kazdego gaussowskiego procesu stacjonarnego zachodzi réwnos$é

lim ®2~"P~1 = @ Pl (9.1)

n—oo p

Dowdéd: Latwo zauwazy¢, ze lim,, q)g*":pfl istnieje i nalezy do M_.,—1. Ze wzoru 8.6
(por. Brockwell i Davis, 1987, wzér 5.2.6) wynika, ze

—n:p—1 —n+1:p—1 * —n+1:p—1
N /(7)) S (9.2)
Poniewaz | a*(n)Y;,p:,fH:p_lHQ = |1 X,[1 |a(n)|2vn_1 = [| X,|]” [Un_1 — vn], otrzymujemy, ze
—m:p— —n:p—1]|2 2 - 2
|57t — @2 T = X117 ) foe-1 = o] = X7 [on — o] -
k=n+1

Granica lim,, .., v, istnieje zawsze, a wiec ciag (@g_m:p_l)meN jest ciagiem Cauchy’ego
i ma granice w |J,,cy Mp—np—1 = M_ocip—1-
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Niech D = {n eN: H%p:nnﬂzple > O}. Dla n € D definiujemy zmienne

P .
S

p—n+1l:p—1
Y, .

(9.3)

Zmienne (ZP),cp sa ortonormalng baza przestrzeni M _ .., 1, natomiast (Zﬁ)nepm{l,zmm}
sa ortonormalng baza przestrzeni M,_,., 1. Z twierdzenia 2.4.2 w ksiazce Brockwella
i Davisa (1987) wynika, ze istnieje ciag Vi taki, ze V,, € M,,_,,.,— oraz H@Ij“’:p_l — VnH <
€n, gdzie €, — 0. Korzystajac z nierownosci tréjkata, otrzymujemy

1% — @, | < ||, — 257 | < |1X, — Val
< [[Xp = 2,77 + e

czyli || X, — @,°P 7| = || X, — limy—oo PP ||, Zatem limy, oo P2 P71 = @ ool

7 definicji 3.6 i twierdzenia 9.1 wynika, ze stacjonarny proces gaussowski X jest deter-
ministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy HXp -, coip—l H = (. Z twierdzenia 9.2 stacjonarny
proces gaussowski X7 jest deterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy

. j—n:j—1
lim || X; —®~"7| =0. (9.4)

n—oo
Warunek 9.4 pozwala powiaza¢ determinizm procesu gaussowskiego z wartoscig intensyw-
nosci entropii.
Twierdzenie 9.3. Stacjonarny proces gaussowski Xz jest deterministyczny wtedy @ tylko
wtedy, gdy hx = —o0.

Dowéd: Zauwazmy, ze || X; — @gf’“jlez = || Xo|]* v, za$

o= Jim 1 XolI* va = || Xol|* exp(—2 [Hx (1) — hx] /d). (9.5)
Mamy o2 > 0, przy czym o = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy hx = —o0. O

Z nieréwnodci (2.20) wynika, ze gaussowskie procesy deterministyczne sa niefinitarne.
Tradycyjnie wiele wtasnosci proceséw gaussowskich byto dotychczas ujmowane w jezy-
ku funkcji korelacji a nie miar informacji. Wielko$¢ o nazywana jest wariancja innowacji
(Brockwell i Davis, 1987, innovation variance), z kolei analogon entropii nadwyzkowej
g = nh_)ngo detT({1,...,n}) /o™ = nh_)ngo exp(2[H(XT) —nh] /d) = exp(2Ex/d)  (9.6)
nazywany jest wariancja uogélniona (Finch, 1960; McLeod, 1998, generalized variance).
Wariancja uogolniona g jest nieskonczona wtedy i tylko wtedy, gdy nieskoniczona jest
entropia nadwyzkowa Fx.
Twierdzenie 9.4. Dla procesow gaussowskich, warunki determinizmu i niefinitarnosci sq
rownowazne prostym asymptotycznym wtasnosciom funkcji cze$ciowe) autokorelacyi:

Hy(1) — hx <00 <= Vmenla(m)] < 1A |a(k)® < oo, (9.7)
k=1

Ex <00 <= Vmenla(m)] < 1A kla(k)]® < oc. (9.8)
k=1
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Dowéd: Kiedy |a(m)| =1 zachodzi dla pewnego m to
[<X1;Xm+1|X2:m) - _<d/2) lOg [1 — \Oz(m)ﬂ = 00,

wiec Hx(1) — hy = 001 Ex = oco. Teraz rozpatrzmy przypadek, gdy |a(m)| < 1 zachodzi
dla wszystkich m. Z nieréwnosci /2 < log(l + z) < z dla 0 < z < 1 wynika, ze
Hx(1)—hx =Y 1o, log1/(1—]a(k)|?) < oo jest rownowazne Y oo |a(k)|?/(1—]a(k)]?) <
00, to za$ jest réwnowazne >, |a(k)[* < oco. Tak dowiedlismy (9.7). Dowod (9.8) jest
analogiczny. O

Warunek (9.7) jako warunek determinizmu procesu jest znany (Ramsey, 1974).

Warto tutaj wspomnieé, ze twierdzenia, ktore formutujemy w niniejszej pracy dla
procesow gaussowskich, mozna przettumaczy¢ na lepiej znane twierdzenia dla procesoéw
stabostacjonarnych. Procesem stabostacjonarnym Xy nazywa si¢ proces o wartosciach
zespolonych taki, ze (X) nie zalezy od k, za$ kowariancje Cov(X,,, X,,) sa okreslone
dla dowolnych m i n oraz sg funkcjami n — m. Aby przettumaczy¢ twierdzenie o proce-
sach gaussowskich na rownowazne twierdzenie dla proceséw stabostacjonarnych, nalezy
dokonaé nastepujacych zastapien:

(i) pojecie gaussowskosci zastapi¢ przez pojecie stabej stacjonarnosci,

(ii) pojecie niezaleznosci zastapi¢ przez pojecie nieskorelowania,

(iii) gaussowskie funkcje mierzalne zastapi¢ przez najlepsze liniowe predyktory,

(iv) determinizm i niefinitarno$¢ w sensie definicji 3.6 i 2.9 zastapi¢ przez warunki po

prawych stronach (9.7) i (9.8).

Pod dokonaniu takich zastapien prawdziwe pozostaje nawet twierdzenie 10.4, ktorego
dowd6d w istotny sposdéb odwotuje sie do zatozenia gaussowskosci i twierdzenia 5.1.

Determinizm i niefinitarno$¢ sg jednymi z wielu wyodrebnionych asymptotycznych
wtasnosci proceséw gaussowskich. Poniewaz wiele interesujacych warunkéw asymptotycz-
nych ma posta¢ warunkéw sumowalnoscei » -, k™ [bg|" < oo dla pewnych wyrazéw by,
warto poczyni¢ prosta uwage na temat zgrubnego poréwnywania mocy réznych warunkow
tej postaci.

Twierdzenie 9.5. Dla 1 = — zachodzq wynikania
n
log |b - log |b
lim sup 08 || <r = Zk:m|bk|" < oo = liminf 08 |0 <r. (9.9)
k—00 lOgl{Z 1 k—o0 og

Niech £Fo"" bedzie zbiorem wszystkich ciagéw b = (by)ren takich, ze b, # 0 dla prawie
wszystkich n oraz istnieje
log |by|

Power b := kh_)rglo Togk | (9.10)

Jeseli b e gPover i — M H 1

n
r implikuje > 27 K™ |by|™ < oo.

Dla ciggdw nie nalezacych do 7% poréwnywanie mocy warunkéw 2> k™|bg|" = oo
dla réznych n i m jest trudniejsze:

, to Power b > r implikuje >~ k™ |by|" = 00, za$ Power b <

Twierdzenie 9.6. Dla dowolnego ciggu (bg)ren zachodzi

D Tt <00 = Y |bi| < o0, (9.11)
k=1 k=1

jezelim >01in € (0,m+1).
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Dowéd: Oznaczmy ay, := k™|bg|™. Suma Y., a), jest skoniczona, a zatem istnieje permu-

1/n

tacja f : N — N taka, ze ap,q < ap dla wszystkich a; := af(k).l Mamy |by| = <Z_:L) )
R ~ 1/n

Oznaczmy analogicznie by, := (Z—Z) . Poniewaz funkcje k — k™ i x — 2'/™ jest mono-

tonicznie rosnaca, to S oo, [bp|l < 325°, b.? Dowiedziemy, ze 350 by < co. Zauwazmy,
ze cigg posortowany spelnia a, < k~! dla prawie wszystkich k, gdyz limj_.o kdy = 0
(Knopp, 1956, rozdzial 14, pkt. 80). Zatem dla prawie wszystkich k zachodzi

~ -1 1/n
e ()

czyli 3200 by < o0, gdyz (m +1)/n > 1. O

Przyktadowo mamy Y 7 | kM €|bg|? < co = Y 77, |bk| < oo dla € > 0. Z drugiej strony,
zwykle nie zachodzi ani Y, klbk]? < 0o = Y oo bk < 0o ani Y oo by < 00 =
Dy k|bi]? < o0

Wréémy do procesow stochastycznych. Pomimo poczynionych w poprzednim akapicie
zastrzezen, kryterium (9.8) niefinitarnosci procesu gaussowskiego przypomina znang z li-
teratury definicje zaleznosci dalekiego zasiegu (long memory, long-range dependence —
Granger i Joyeux, 1980; Beran, 1994). Rozwazmy wariancje estymatora wartosci oczeki-
wanej z probki dla procesu stacjonarnego o zerowej wartos$ci oczekiwanej,

R SR e DUl (S Pl E et

k=—n+1

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z |p(k)| < 1.
Ograniczmy sie do proceséw takich, ze p(k) > 0 dla wszystkich k. W tym przy-
2, gdyz nH)_(nHQ rosnie monotonicznie z n dla

padku istnieje granica lim, ., n HXn’
p(n) > 0. Mozemy mie¢ albo lim, .., n HXnHQ € (0,00) (jak dla bialego szumu) lub

lim,, oo 10 HX,J}Q = oo. Niewatpliwie,

n—oo n—oo

k=—n

lim 7 || X, || = 00 <= lim Z ( %) p(k) = o0. (9.13)

Lewa strona (9.13) okresla procesy o zaleznosci dalekiego zasiegu (Beran, 1994).
. C e . . . S o2
Zwr6émy uwage, ze jezeli warunek p(k) > 0 nie jest spelniony, granica lim,, ., n HX"H
nie musi by¢ okreslona, a lim,, ... n HX"HQ = 0 zachodzi na przyktad dla X; = 7, — Z;_1,
gdzie Zy jest standardowym biatym szumem.

L Aby wyjaé najwiekszy wyraz z nieskoficzonego ciagu (a)ken liczb nieujemnych o znanej skoficzone;
sumie S = > 7| ai, wystarczy rozpatrzeé n pierwszych wyrazéw takich, ze S — ) _; ar < maxi<i<, Q.
Wéwezas maxi<k<n G = SUP>; ak. Liczba naturalna n o powyzszej wlasnosci istnieje, gdyz ciag sum
cze$ciowych (Zle a;)ken jest rosnacy i zbiezny do S. Aby wyja¢ P pierwszych najwickszych wyrazéw
ciagu, procedure wyjmowania najwiekszego wyrazu nalezy zastosowaé kolejno P razy do niewybranych
jeszcze wyrazow. Pozostaje dowiesé, ze kazdy wyraz dodatni ax zostanie kiedys wybrany. W rzeczy samej
istnieje skonczona liczba N taka, ze S — Zivzl ar < ar. Oznacza to, ze istnieje co najwyzej N wyrazow
niemniejszych niz ax i wyraz ax zostanie wyjety co najwyzej za N-tym razem.

2 Mamy (I1/my — la/ma) — (I1/ma2 — la/m1) = (I1 — 12)(m2 — m1)/mima > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy Iy > 1o <= my < mgy. Sortowanie mozna wyrazi¢ przez przestawianie par elementow.
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Niech 8" = {(b,)nen € (7 : b, > 0}. Zgodnie z (9.13), procesy z funkcja auto-
korelacji p € (1" s procesami o zaleznosci dalekiego zasiegu, jezeli Powerp > —1,
za$ nie sa, jezeli Power p < —1. Zgodnie z (9.8), procesy z funkcja czeSciowej autoko-
relacji a € Eiower sa procesami niefinitarnymi, jezeli Power « > —1, za$ nie sg, jezeli
Power a < —1. Kryteria niefinitarnosci i zaleznosci dalekiego zasiegu wydaja sie by¢
prawie analogiczne.

Interesujace jest, w jakim zakresie asymptotyczne zachowania funkcji autokorelacji
(obiektu zblizonego do informacji 1(X;; X,,)) powiazane sa z asymptotyka funkcji cze-
Sciowej autokorelacji (obiektu zblizonego do warunkowej informacji 1(X1; X,,|Xo.n_1)).
Jak wspomnielismy w rozdziale 2, zdecydowanie tatwiej jest bada¢ empiryczne zaleznosci
w rozktadach dwuwymiarowych X ) niz w rozktadach wielowymiarowych Xi.,. Zalez-
no$¢ miedzy funkcjg autokorelacji a funkcjg czesciowej autokorelacji, pomimo swej nieli-
niowosci, jest wzajemnie jednoznaczna. Pewne proste czesciowe informacje o asymptotyce
jednej z tych funkcji implikujg pewne proste cze$ciowe informacje o asymptotyce drugiej
funkeji (Baxter, 1962; McLeod, 1998; Inoue, 2005). Katalog takich odpowiedniosci wydaje
sie by¢ bogaty. W nastepnych rozdziatach przedstawimy pewne nowe rezultaty wiazace
zachowanie ACF i PACF, najpierw przypomnijmy jednak kilka klasycznych wynikéw.

Twierdzenie 9.7. (Herglotza) Dla dowolnej funkcji autokowariancji v istnieje doktad-
nie jedna miara F na I = (—7, x| taka, Ze

v(k) = % /7r exp(ikw)dF(w). (9.14)

—Tr

Podobnie, dla dowolnej skoniczonej miary F funkcja v dana jako (9.14) jest funkcjq au-
tokowariancyi pewnego procesu (zob. Brockwell i Davis, 1987, twierdzenie 4.53.1).

Miare F nazywa sie miarg spektralng. Dla miary Lebesgue’a m zgodnie z twierdzeniem
A .22 istnieje jednoznaczny rozktad

F=F +F., F . 1m, Fe<m, f:=dF¢</dmecLI). (9.15)

Jezeli F| = 0, to f nazywa sie gestoscia spektralng. Dowolne f € LY(I), gdzie f > 0,
jest gestoscia spektralng pewnego procesu. Jezeli dla dwoch gestosci spektralnych auto-
kowariancje sa identyczne, to gestosci te sa réwne prawie wszedzie. Dla F| = 0 gestosé
[ € L*(I) mozemy wyrazi¢ jako sume szeregu Fouriera autokowariancji.

Twierdzenie 9.8. (Riesza-Fischera, Rudin, 1986, sekcja 4.26)
(i) Jezeli f € L*(I), to wspélczynniki

(k) = % /_ " F(w) explike)dw (9.16)

spelniaja Y o |7 (k)]* < co.
(ii) Jezeli Y oo |v(k)|? < oo, to funkcja

[e.9]

Fw)= 3 (k) exp(—ikw) (9.17)
k=—0oc0
nalezy do L*(I)
(iii) Dla f € L*(I) i y(k) danego przez (9.16) réwnosé (9.17) zachodzi dla prawie
wszystkich w. Dlay o |y(k)|* < oo i f danego przez (9.17) réwno$é (9.16) zachodzi
dla wszystkich n.
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Dla log f € LY(I), mozemy z kolei przedstawi¢ f za pomoca pewnego szeregu 1(z).

Twierdzenie 9.9. (Grenander i Szego6, 1958, sekcje 1.1, 1.13, 1.14)

(i) Niech pewna funkcia ¥(z) = > o0y ¥rz® spelnia Y 02 [Uk* < co. Wéwczas szereg
W(2) jest funkcjq analityczng dla |z| < 1, dla prawie wszystkich w € (—m, 7| okreslone
sq sumy szeregow (™) 1 mamy Y(e™) = lim,_,;_ ¥ (re™). Funkcja f(w) = |[¢(e™)|?
spetnia f € L*(I) i zachodzq réwnosci

Y(n) =Y Wiy dlan >0, (9.18)
=0
gdzie vy dane jest przez (9.16). Jezeli 1(0) > 0, to log f € L'(I), zachodzi tez
1 ™
()P = exp [g [ s f(uJ)dw} | (9.19)
oraz prawdziwe jest przedstawienie catkowe
1 1 [Tev 4z
v e |30)] . w6 =5 [ @ 020

(ii) Jezeli pewna funkcja f spelnia f(w) > 0 dla prawie wszystkich w, f € L'(I) oraz
log f € L'(I), to funkcja v(z2) okreslona dla |z| < 1 za pomocg (9.20) spetnia ¢(z) =
S oo ez, Do k2 < oo, ¥(0) > 0 i f(w) = [(e™)|? dla prawie wszystkich w.
(iii) Niech pewna funkcja v¥(z) = > oo ¥rz® spelnia Y oo [k]* < oo, 2a$ f € L*(I)
bedzie dowolng funkcjq. Jezeli zachodzq réwnosci (9.18) dla v danego przez (9.16), to
f(w) = [(e™)|? dla prawie wszystkich w.
Powyzsze twierdzenie jest niewielkim przeformutowaniem wzgledem oryginatu. Odwotali-
$my sie m.in. do jawnej definicji zespolonej catki Poissona — we wzorze na funkcje h(z)
(Rudin, 1986, sekcje 11.5-11.10). Twierdzenie 9.9 jest twierdzeniem z analizy zespolonej,
ale jak sie okaze, ma ono interpretacje stochastyczna. Przyktadowo pkt. (iii) implikuje jed-
noznacznos¢ rozktadu Wolda dla procesu czysto niedeterministycznego — por. silniejsze
twierdzenie 10.3.

Twierdzenie 9.10. (formula Kolmogorowa) Niech f := dF</dm. Wariancja inno-
wacyi (9.5) rowna sie

) exp [% f:r log f(w)dw] , log f e LYI),
o2 =

0, log f ¢ L'(I).

Grenander i Szego (1958, sekcja 5.2) wyprowadzili wzor (9.21) dla f € [a,b] C (0, 00)

oraz ') = 0. Z twierdzenia 10.3 pkt. (iii) proces X7 jest niedeterministyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy f dane rozkladem (9.15) spelnia log f € L'(I). Z twierdzenia 11.3 wynika

2 kolei, ze dla log f € L'(I) zachodzi exp [i ™ log f(w)dw} — (0) = iMoo o =
lim,, o0 || Xo|| /0 = 0 > 0. Stad wzor (9.21) jest prawdziwy takze w przypadku ogdlnym.

(9.21)

Twierdzenie 9.11. (Baxter, 1962, twierdzenie 2.3) Jezeli F| = 0, gestosé spektral-
na f jest ciggla i $cisle dodatnia oraz >, k'|p(k)| < oo dla pewnej liczby catkowitej
1>0, to> 7 ka(k)| < cc.

Warunek $cistej dodatniosci gestosci spektralnej w twierdzeniu 9.11 jest konieczny.
Przykladem proceséw spetniajacych > 7, [p(k)| < oo przy Y o, |a(k)| = oo sa procesy
ARIMA(0,d,0) dla d < 0 (przyktad 13.5).
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Twierdzenie 9.12. (Grenander i Szego, 1958, sekcja 5.5) Jezeli F| = 0, gestosé
spektralna spetnia f € [a,b] C (0,00) oraz istnieje pochodna f' gestosci spektralnej i spet-
nia ona warunek Lipschitza | f'(w1)— f'(w2)| < const |wy —ws|* dla 0 < o < 1, to wariancja
uogdlniona (9.6) réwna sie

/

gdzie funkcja ¥ (z) dana jest przez (9.20).

Definicja 9.13. (procesy dualne, McLeod, 1998) Procesy X7 i X2 nazywamy du-
alnymi, gdy istniejq ich gestosci spektralne f4, f% € LY(I) i spetniajg one fAf5 = 1.

Jezeli f4, fB € LY(I), gdzie fAfP = 1, to log f4,log f? € L'(I). Okredlone sa zatem
funkcje ¢4 (z) i ¥P(2) dane odpowiednio przez (9.20) dla f41i fZ. Jezeli gestosé spektralna
f# spelia warunek Lipschitza oraz warunek f4 € [a,b] C (0,00), to gesto$é¢ spektralna
XP takze spetnia warunek Lipschitza, a X7' i X2 maja réwne wariancje uogélnione g* =

g% i entropie nadwyzkowe E4 = E® na mocy wzoru (9.22) (McLeod, 1998).

2

d
1 log(2)

d(Re z)d(Im z)] : (9.22)






Rozdzial 10

Przedstawienia kauzalne 1 odwracalne

Réwnosé (9.18), gdzie Y po [1hx|* < oo, sugeruje, ze dla pewnego standardowego biale-
go szumu gaussowskiego Z7 mozemy przedstawi¢ proces gaussowski X7 o zerowej wartosci
oczekiwanej jako szereg

Xn = eZn s, (10.1)
k=0

gdzie 1y, nie zaleza od n. W istocie dla dowolnego niestacjonarnego procesu gaussowskie-
go Y7 szereg > ;- Uy Y,_j definiuje pewna zmienng gaussowska wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiega on w L2 tzn. imy_ o SUP /s v HE,]Y:N kan_kH = 0. Dla pewnych vy i Y7 zbiez-
nos¢ sum EZ‘;O WYY, mozna udowodni¢. W szczegdlnosci EZ‘;O Uk Zn_1 jest okreslone,
jezell Zz jest bialym szumem, za$ Y ;- [¢x]? < oo. W tym przypadku (10.1) nazywa sie
przedstawieniem kauzalnym procesu X7 lub reprezentacja MA(oc0).

Twierdzenie 10.1. Dla stacjonarnego procesu gaussowskiego Yz, suma Yy o VYo 2bie-
ga w L?, jezeli Y 72 || < oo (por. Brockwell i Davis, 1987, stwierdzenie 3.1.1).

Dowdéd: Mamy

M
Z kanfk
k=N

lim sup

M M
< Jimsup 3 fol Vgl = V] Jim sup 3 ful = 0.
N—oo prs N N—»ooM>Nk:N N—>OOM>Nk:N

O

Twierdzenie 10.2. Dla bialego szumu gaussowskiego Zz, suma Yy pe o Y Zn—y zbiega w L?
wtedy i tylko wtedy, gdy > py |x|* < oo.

2
= limy_.o SUPpr>nN ZI];/[:N ‘wk‘Q

=0
wtedy i tylko wtedy, gdy >y |1k|* < 0. O

Dowéd: Mamy limy_,o SUP~ HZQiN Ve Ln_k

Twierdzenie 10.2 implikuje, ze dla dowolnych liczb 1), spelniajacych Y72 [¢x|* < 0o
funkcja y(n) = 372 7, ¢ dlan > 0 jest funkcja autokowariancji pewnego procesu.!
Fakt ten wynika tez z twierdzenia 9.9.

1 Warto zauwazyé, ze standardowa procedura estymacji funkcji autokowarianciji zapewniajaca jej

nieujemng okre$lono$é (Brockwell i Davis, 1987, sekcja 7.2) sprowadza sie do polozenia

oo |- F T hw] 1sks N,
0, w przeciwnym wypadku,

gdzie xp, 1 < k < N, sa zaobserwowanymi warto$ciami procesu.
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Zauwazmy, ze dla dowolnego niedeterministycznego procesu stacjonarnego Xz mozna
skonstruowa¢ standardowy biaty szum Z,°°,

Z—OO_LW (102)
S [N 7R '

W oparciu o innowacje Y;OO:p*l = Xp—(I);OO:p*I, gdyz HYP*OO*’*IH # 0. Wiadomo, ze jezeli
szum Z, °° istnieje, to zadaje on jedyne przedstawienie kauzalne procesu.

Twierdzenie 10.3. (rozklad Wolda) Dla stacjonarnego gaussowskiego procesu niede-
terministycznego Xz istniejg wspotczynniki 1y oraz procesy stacjonarne Zz 1 Vy takie, ze
Zg WV, Zy jest standardowym biatym szumem gaussowskim, Vyz jest deterministycznym
procesem gaussowskim lub spetnia V,, = 0, zas

X, Zwk e+ Vi, by > 0. (10.3)

Przedstawienie to jest jednoznaczne i jest tozsame z rozkladem Lebesgue’a (9.15):
(i) Dla dowolnego procesu gaussowskiego Xz wzor (10.3) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
9dy Z,, = Z,;>° zas Y, = Cov(Z, %, Xy) (Brockwell i Davis, 1987, twierdzenie 5.7.1).
(i) Dla dowolnego gaussowskiego procesu niedeterministycznego Xz o mierze spektral-
nej F 1 rozkladzie (9.15) miarg spektralng procesu Zyz jest F, a miarg spektralng
procesu Vy, jest Fy (Brockwell i Davis, 1987, twierdzenie 5.7.2).
(#ii) Dowolny proces gaussowski Xz jest niedeterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy f
dane rozktadem (9.15) spetnia log f € L*(I).

Pierwsza czesé tego twierdzenia udowodnit Wold (1938, sekcja 20). Doob (1953, str. 499)
pokazal tozsamos¢ rozktadu Wolda z rozktadem (9.15). Pkt. (iii) wynika z pkt. (i) i (ii),
jednoznacznosci przedstawienia spektralnego (twierdzenie 9.7) oraz twierdzenia 9.9.

Procesy niedeterministyczne Xz, dla ktorych Vy z rozktadu Wolda spetnia V,, = 0
(réwnowaznie F| = 0), nazywa sie czysto niedeterministycznymi (purely nondetermi-
nistic). Klasa gaussowskich proceséw czysto niedeterministycznych pokrywa sie z klasa
gaussowskich proceséw jednostronnie kwaziliniowych (zob. definicja 4.4).

Twierdzenie 10.4. KaZdy gaussowski proces finitarny jest czysto niedeterministyczny.

Dowdéd: Dowolny gaussowski proces deterministyczny jest niefinitarny z nieréwnosci
(2.20) i twierdzenia 9.3, o czym wspominali$my.

Dowolny gaussowski proces niedeterministyczny Xz, ktéry nie jest czysto niedetermi-
nistyczny, mozna przedstawié jako X,, = > 02 (pZy_k + Vi, gdzie V,, # 0. Proces X},
okreslony jako X, := >~ ¢pZ,_y jest czysto niedeterministyczny.

Niech Fx/, FX/ FV oraz Fy beda miarami spektralnymi proceséw X7, X, Vg i Vg,
gdzie X! = X', V, :=V_,. Mamy Fyg, = Fx: 00 oraz F}y = Fy o0, gdzie §(x) = —x.
Zatem X' jest czysto nledetermmlstyczny, a Vg jest deterministyczny i spetniaja one
Xz AL V7. Mamy wiec rozktad X| = =370 Vi Z_ 1 dla pewnego bialego szumu Z,
a takze X, = EZO:O w;;Z,n,k + V. Oznaczmy o= Yn"+1:°° = Yn_oom_l. Z jednoznacznosci
dwoch rozktadéw Wolda dla Xz mamy

Vo= X SN

V=X, - Zwknif”’"“‘l/o—, p<n.
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gdyz Yn”jkk““’o 0=2_p_1 oraz Y;_f:p*kfl/a = Zn_k.

Oznaczmy G = o(RY). Granice ciagéw funkcji mierzalnych G/R sa mierzalne G/R.
Stad z twierdzenia 9.2 dla predyktoréw procesow Xy i Vz wynika, ze istnieja funkcje f, f_
i g_ mierzalne G/R takie, ze V,, = f1(Xnioo), Vo = f- (X o), Vo = 9-(Vosoin—1). Ze zloze-
nia funkeji f_ i g_ otrzymujemy funkcje h_ mierzalna G/R taka, ze V,, = h_(X_opn_1) :=
9—((f-(X_ooip)p<n—1)- Zmienna V,, = h_(X_o.n—1) = f+(Xn.oo) jest ciagla zmienng losows
o rozktadzie normalnym, a wiec proces Xy jest niefinitarny z twierdzenia 5.1. U

Proces gaussowski X7 taki, ze nie istnieje proces gaussowski (Y, X7), gdzie Y =
X _oomn—1) = [(Xn:o) dla pewnych funkeji mierzalnych h i f, nazywa sie zupetnie niede-
terministycznym (Bloomfield et al., 1983; Inoue i Kasahara, 2005; Inoue, 2000, completely
nondeterministic). W istocie dowdd twierdzenia 10.4 mozna rozbi¢ na dowody dwéch
twierdzen:

(i) Kazdy gaussowski proces finitarny jest zupelnie niedeterministyczny.
(ii) Kazdy proces zupelnie niedeterministyczny jest czysto niedeterministyczny.
Pkt. (ii) udowodnili Helson i Sarason (1967).

Interesujaca kwestia sa zwiazki pomiedzy istnieniem przedstawienia kauzalnego (zero-
waniem sie sktadowej deterministycznej) a ergodycznoscia procesu. Gaussowskie procesy
czysto niedeterministyczne sa procesami kwaziliniowymi, a zatem sg ergodyczne na mocy
twierdzenia 4.3. Znane jest stwierdzenie mocniejsze:

Twierdzenie 10.5. Proces gaussowski jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy jego miara
spektralna jest bezatomowa (Kornfeld et al., 1982, wniosek po lemacie 8.§2.2, twierdzenie
14.82.1).

Podkreslmy, ze bezatomowos¢ miary spektralnej F' nie jest rownowazna jej absolutne;j
ciagtoéci wzgledem miary Lebesgue’a m. Jezeli ' < m (tzn. jezeli proces jest czysto
niedeterministyczny), to miara F jest bezatomowa (czyli proces jest ergodyczny w mysl
twierdzenia 10.5). Stwierdzenie odwrotne nie jest jednak prawdziwe, gdyz istnieja bezato-
mowe miary osobliwe wzgledem miary Lebesgue’a.? Warto takze zauwazy¢, ze dla procesu
gaussowskiego absolutna ciggtos¢ miary spektralnej wzgledem miary Lebesgue’a jest row-
nowazna jego regularnosci (Pourahmadi, 2001, sekcja 5.6.4 i rozdzial 8). Jednokierunkowe
implikowanie bezatomowo$ci F' przez relacje F' < m jest zatem pewna reminiscencja
twierdzenia 4.7.

Przy okazji omawiania zwiazkéw czystego niedeterminizmu i ergodycznodci, wspo-
mnijmy, ze proces gaussowski jest mieszajacy wtedy i tylko wtedy, gdy lim,, .. [p(n)] =0
(Kornfeld et al., 1982, definicja 1.§6.2, twierdzenie 14.§2.2). Wtasno$¢ mieszania impli-
kuje ergodyczno$¢ (Kornfeld et al., 1982, sekcja 1.86). Z kolei z twierdzenia 11.5, czysty
niedeterminizm (regularnos¢) implikuje wlasnosé mieszania. Oba wynikania zostaly zwi-
zualizowane na zbiorczym diagramie w rozdziale 13.

Wréémy do bardziej elementarnych rozwazan. Z twierdzenia 9.2 predyktory dowolnego
procesu stacjonarnego Xy spetniajg réwnosé

(I);oo:n—l — q)z—lzn—l + ((I)Z—kin—l _ (I)Z_k_lzn_l)’ (104)

hE

B
[|

2

2 Oznaczmy B = {by:b; € {0,1},limsup,_ . b, > 0}. Funkcje ¢c(by) = > 2, 2b;37% oraz
d(by) = Y oo, b;27 sa bijekcjami pomiedzy zbiorem B a zbiorem Cantora C' = ¢¢(B) oraz odcinkiem
(0,1] = ¢(B). Dla miary Lebesgue’a m mamy tez m(C) = 0. Definiujac me = mo ¢ o ¢ otrzymujemy
bezatomowa miare mc¢, ktora jest skupiona na zbiorze Cantora C, a zatem spelnia mec L m.
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gdzie @r-kn-l = Zle ¢rj Xn—j. GdybySmy mogli przestawia¢ zmienne X; w szeregu
(10.4) bez zmiany jego wartosci, to otrzymalibysmy

O, =3 "X, (10.5)
j=1

gdzie ¢ := d1j + > peo(Orj — Pr—1) = limp_ Pij, & Pz = 0 dla I > k. Pomimo tego, ze
=1 jest mierzalng funkcja X o1 1, jak pokazemy dalej, zawsze zachodzi zbieznosé
im0 ¢rj = @5, to wzoér (10.5) nie musi by¢ prawdziwy. Rownosé (10.5) moze nie zacho-
dzi¢ z dwoch powodoéw. Po pierwsze, szereg Z;’;l ¢;X,,—j moze nie by¢ zbiezny. Po drugie,
suma Z;’il ¢; X,—; nawet, gdy jest okreslona, moze si¢ r6zni¢ od limy_, Ele GrjXp—j-

Dla proceséw czysto niedeterministycznych réwnosé (10.5) jest rownowazna rownosci

Zn =Y mXp_p, (10.6)
k=0
gdzie mg := 1/0, m := — ¢ /o dla k > 0, zas Zy jest bialym szumem gaussowskim z przed-

stawienia kauzalnego (10.1). W hipotetycznym przypadku ogblnego procesu Xz i ogblnego
standardowego biatego szumu gaussowskiego Zz, wzér (10.6) nazywa sie przedstawieniem
odwracalnym lub reprezentacja AR(c0). Z kolei mowi sie, ze proces Xz ma wlasnos$é
ARR, jezeli tylko zachodzi zbieznos$é¢ szeregu > - mpX,_j (Pourahmadi, 2001, sekcja
6.2.1). Pourahmadi (2001, twierdzenie 6.5) dowodzi takze, ze kazdy niedeterministyczny
proces Xz, majacy wlasno$¢ ARR, ma przedstawienie dualne do rozktadu Wolda

Zy = m X+ Vo, (10.7)
k=0

gdzie Zy jest procesem ze wzoru (10.3), natomiast V,, = 0, jezeli V,, = 0. (Scile, nalezy
jeszcze dowiesé, ze wspotezynniki m, w definicjach naszej i Pourahmadiego sg sobie réwne.)
Przedstawienia kauzalne i odwracalne sa ze soba do$¢ mocno powigzane.
Twierdzenie 10.6. Niech Zy bedzie bialym szumem. Niech w L? zbiegajq szeregi X, =
I/ ) 7z, = Y oo Tk Xn—k. Wowczas wspdlezynniki iy, i my, spelniajg réwnosé

k
Zﬁjwk_j = [k =0] dla kazdego k > 0 (10.8)
=0

wtedy i tylko wtedy, gdy Z, = Z, dla kazdego n.

Dowéd: Szereg Z, = > o Tk D p—o Yk Zn—k—r jest elementem podprzestrzeni Hilberta
rozpinanej przez {Z,,} _ . Mozemy go przedstawi¢ jako Z,, = Sy + Ry, gdzie

m<n

N k [eS) 0o
3] ST R T M
k=0 Lj=0 k=0 k'=max(0,N+1—k)

Sn jest elementem podprzestrzeni Hilberta rozpinanej przez {Z,,}, n<,.<, 288 Ry jest
elementem podprzestrzeni Hilberta rozpinanej przez {Z,,}, ... ;. Jezeli Zn = Zp, to
Z, = Sy dla kazdego N, a zatem zachodzi (10.8). Odwrotnie, jezeli zachodzi (10.8), to
Sy = Z,, czyli Z, = Z.+ Ry dla kazdego N. To znaczy, ze Z— T jest elementem prze-
ciecia podprzestrzeni Hilberta rozpinanych przez {Z,.}, n<n<n, 8dzie N € N. Jedynym
elementem tego przeciecia jest jednak 0. - 0
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Réwnosé (10.8) wyznacza wspétezynniki 7y dla danych wspotezynnikéw 1y i odwrot-

nie. Jest ona koniecznym ale niedostatecznym warunkiem jednoczesnego zachodzenia wzo-
réw (10.1) 1 (10.6). Wykazanie istnienia przedstawienia kauzalnego (zerowania si¢ sktado-
wej deterministycznej V) dla danego przedstawienia odwracalnego wymaga dodatkowych
zatozen. Pomocne sa zalozenia o sumowalnosci wspétezynnikow (Brockwell i Davis, 1987,
sekcja 3.1):
Definicja 10.7. (proces kauzalny i odwracalny) Mdéwimy, ze proces Xy jest kauzalny
(causal) wzgledem bialego szumu Zy, jezeli zachodzi réwnosé (10.1) oraz Yy o |1hk] < 00.
Moéwimy, Ze proces Xy jest odwracalny (invertible) wzgledem bialego szumu Zz, jezeli
zachodzi réwno$é (10.6) oraz Y - || < 0.

Twierdzenie 10.8. Zaldimy, ze wspdlczynniki vy, i m; spelniaje warunki Y oo [ve] <
00, Y reo|m| < 00 oraz (10.8). Dla dowolnego stacjonarnego procesu gaussowskiego Xz,
i szeregow Yy, := > 0~ mpXp_k oraz X, = re o Yk Yn_k zachodzi X, =X,.

Dowdd: Procesy gaussowskie Yz i X7 sq dobrze zdefinowane na mocy twierdzenia 10.1.
WeZzmy dowolne M > 0. Réwnania (10.8) implikuja tozsamosé

2M 2M

k=0 k’'=0

Stad dla N > 2M zachodzi

M N N M
Xn— Zi/fk Z T Xp—h—y = — Z Z Uiy X—p—pe [k + &' > 2M]
k=0

k'=0 k'= M+1k 0

+ Z Z Ve Xoonw [k + K <2M].  (10.11)

k'=0 k=M+1
Zatem
M N 2
’ Xo =D e Y Xn k| < Z Z |thr || + Z Z |thr ||| ||X I
k=0 k=0 K'=M-+1 k=0 =0 k=M+1
2
<D lmel Y el - Z || Z |tk IIXnII :
k=0 k=0 k=0 k=0
W rezultacie otrzymujemy, ze limMﬂoo SUD ysoum HX — Efyo U ij T Xy || = 0.
Pomewaz Z’(z}k ( —k — Z 7Tk;’Xn k— k’) < Z |’¢}k Z 7Tk;’Xn k!
M N M
‘ - Z (o Z T Xk - Z VYo k
k=0 k= k=0
+Z|@/}k Zﬁk'Xn W
Stosujac limps_,oo SUP ysops dO prawej strony, otrzymujemy HX" —-X,|l=0 0
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Do powiazania asymptotyki wspotczynnikéw 1, 1 mp pomocna jest analiza zespolona.
Oznaczmy ¥(z) :== Y o0 hp2® i w(2) = 3 o0y me2™.
Twierdzenie 10.9. Niech szeregi 1(z) i 7(z) zbiegajq bezwzglednie dla |z| < r, gdzie
r > 0. Wowczas (10.8) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy m(2)y(z) =1 dla |z| < r.

Dow6d: Dla |z] < r iloczyn Cauchy’ego A(z) = > oo Azt A\ = Z?:o T Yk—;, jest
zbiezny bezwzglednie, gdyz Sn_ [A]]2* < ij:o |7;]|2)? ij:o [i||z". Z twierdzenia
Abela o mnozeniu szeregéw, m(z)1(z) = A(z) dla |z| < r. Stad wynika teza, gdyz jedynym
szeregiem \(z) spelniajacym A(z) = 1 dla |z| < r jest szereg o A\, = [k = 0]. O

Twierdzenie 10.10. Niech 7(z) zbiega dla |z| < 1 i niech w(z) # 0 dla |z| < 1. Niech
Wy bedg wspotczynnikami danymi przez (10.8).

(i) Niech szereg m(z) zbiega bezwzglednie dla |z| < r, gdzie r > 1. (Jest to warunek
mocniejszy niz Yy oo T < 00.) Woéwcezas istnieje v € (1,7) takie, Ze w(z) # 0
dla wszystkich |z| < r". Zachodzi tez Yy |¥x] < 00, a 1(z) zbiega bezwzglednie do
W(z) =1/m(z) dla |z| <r".

(i) Niech szereg w(z) zbiega do funkcji cigglej dla |z| < 1. (Jest to warunek mocniejszy
niz Yy peo|me|? < 00.) Wowezas zachodzi Y o [k|* < o0, a (z) zbiega do funkcji
ciggtej ¥(z) = 1/7(2) dla |z] < 1.

Dowéd:

(i) Funkcja |7(2)| jest jednostajnie ciagta w kole |z| < " dla kazdego ' € (0,r). Przyj-
muje ona swoje infimum na kole jednostkowym, a wigc |7(z)| > a dla kazdego |z| < 1
i pewnego a > 0. Na mocy jednostajnej ciagtosci |m(z)| 1 zwartosci okregu, istnieja
takie a > 011" € (1,7), ze |71(2)| > a dla kazdego |z| < r”. A zatem funkcja 1/7(2)
jest analityczna dla |z| < 7. Na mocy twierdzenia 10.9 mamy wéwczas 1/7(2) = 1(z).
Szereg 1(z) jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < r”, a zatem Y - x| < oo.

(ii) Poniewaz szereg m(z) zbiega dla |z| < 1, to zbiega on bezwzglednie dla |z| <
1. A zatem v(z) zbiega bezwzglednie dla |z| < 1 i mamy wéwezas (z) = 1/m(z).
Z ciagtosci funkcji 7(z) wynika, ze istnieja state a,b > 0 takie, ze dla |z| < 1 mamy
7(2)] € (a,5) i [$(2)] € (b,0)

Dla funkcji u(z) = > po,ukz® analitycznej dla |z| < 1 warunek Y 7 |ugxl? < oo
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stata C taka, ze ["_|u(re™)?dw < C dla
kazdego r < 1 (Grenander i Szegd, 1958, sekcja 1.1). Z kolei z twierdzenia 9.9, jezeli
S oo Jugl? < oo, to lim, ;1 u(re™) = u(e™) dla prawie wszystkich w. W $wietle tych
wynikéw oraz faktu, ze |7(z)| jest ograniczone, zachodzi Y -, [mx]* < 00, Y pey [Uk]?* <
oo i Y(e®) = lim,_;_(re®) = lim,_;_1/m(re™) = 1/7(e"), czyli ¥(z) jest ciagta
takze dla |z] < 1.

U



Rozdzial 11

Sumy szeregéw funkcji autokorelacji

W tym rozdziale wyprowadzimy wzor wyrazajacy przy pewnych warunkach sumy au-
tokorelacji >_p- __(£1)*p(k) jako iloczyny funkcji wymiernych czesciowych autokorelacji
(twierdzenie 11.17). Punktem wyjscia jest nastepujacy wniosek z wezesniejszych rozwazan.
Twierdzenie 11.1. Niech Xz bedzie stacjonarnym procesem gaussowskim. Nastepujgce
stwierdzenia sqg rownowazne:

(i) X1 => 7 g UnZ %, ten. Xy jest czysto niedeterministyczny;
(i) ~(k) = Zjoow;ﬁkt/h dla k = 0;
(i) y(k) = 5= [ |(e™)|? exp(ikw)dw, tzn. F1 = 0 za$ gestosé spektralna wynosi

Fw) = ().

Dowéd: Jezeli X; = > 77, ¥nZ, %, to zachodzi pkt. (ii) (zob. Brockwell i Davis, 1987,
stwierdzenie 3.1.2). Z twierdzenia 9.9 pkt. (i) i jednoznacznosci rozkladu spektralnego
(twierdzenie 9.7) pkt. (ii) dowodzonego twierdzenia implikuje pkt. (iii). Jezeli X; =
Yoo Wk Z % + Vi, gdzie ||Vi|] > 0, to z rozktadu Wolda procesy (Z;7)icz 1 (Vi)iez sa
nieskorelowane i mamy 5-F([—m,7]) = 1] > 3200 ] = = [ (™) [Pdw. Ozna-
cza to, ze pkt. (iii) implikuje pkt. (i). O

Twierdzenie 11.2. Niech Xy bedzie procesem czysto niedeterministycznym.
(i) Zachodzi nierdwnosé S5 [v(k)| < (pog 1))’
(1) Zachodzi réwnosé > po  |y(k)]* = o= [T |v(e™)[*dw.
(iii) Jezeli % ST (e)|fdw < oo, to Y ope (k) exp(—ikw) = |1(e™)|.

Dowéd: Potézmy 1; := 0 dla j < 0. Mamy |y(n)| <3272 [¢;4nllt] oraz

Z (k)| < Z Z |jllhs] < (Z W%)

Pkt. (ii)—(iii) wynikaja z twierdzenia 9.8 (Riesza-Fischera) i tozsamosci Parsevala (Rudin,
1986, sekcja 4.26) dla wspotezynnikéw Fouriera v(k) = o= [7_|¢(e™)[? exp(ikw)dw. O

Przedstawienia kauzalne i odwracalne wydaja sie by¢ potencjalnie silnym narzedziem
do powigzania niektérych wlasnosci asymptotycznych autokorelacji i czesciowej autoko-
relacji. Przedstawienie kauzalne jest blizsze algebraicznie funkcji autokorelacji, natomiast
przedstawienie odwracalne okazuje sie by¢ blizsze algebraicznie czeSciowej autokorelacji.
Pokazemy, ze dla pewnych funkcji czesciowej autokorelacji przedstawienia te mozna skon-
struowaé z przedstawient skonczonych (por. Pourahmadi, 2001, sekcja 7.6).

Zauwazmy, ze proces Z?n 1n42,. ) zdefiniowany przez

Yn+1:p71

ARE HYPM*IPIH (11.1)
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jest standardowym biatym szumem. Spelia on zaleznosci

X, => a2l (11.2)
k=0

Z = m Xk, (11.3)
k=0

gdzie wspotczynniki ¢, 1 7, dane sg wzorami

1 1, k=0, 114
Tk *= = - :
||X0|| \/Un _(bnkv ke {17 "'7n}7

o {150l -
2?21 (bnjwnfj,kfj, k c {1, ,n} .

Wspétezynniki 1, rozkladu X,,, w bazie (Z2),en sa bliskie algebraicznie lepiej zna-
nym wspo6lezynnikom 6, rozktadu X, w bazie (Y21 1), oy (Brockwell i Davis, 1987,
stwierdzenie 5.2.2, algorytm innowacji). Poniewaz v(n—1) = Cov(X,; X1) = ¥ 1 ,_1%00,
réwnanie (11.5) dla k = n jest réwnowazne (8.15) dla k = n.

Wspbtezynniki 1)y, sa silnie ograniczone. Z réwnosci || Xpni1||” = || Xo||”> wynika, ze

(11.5)

S el = 1%l (11.6)
k=0

Poniewaz y(n) = 7,100 oraz ¥no = || Xo|| v/n, z (11.6) wynika prosta nieréwnosé
oo+ o) < 1 (11.7)

dla n > 1. Korzystajac z réwnosci (8.19) i (8.22), mozna zauwazy¢, ze (11.7) jest szcze-
gélnym przypadkiem teorioinformacyjnej nieréwnosci (2.21) dla proceséw gaussowskich.
Naiwnie rozumujac, jezeli potozymy p = const i n — —oo w (11.3) i (11.2), to otrzy-
mamy przedstawienie odwracalne i kauzalne dla Z,* danego przez (10.2). Traktujac rzecz
formalnie, nalezy wykazac istnienie odpowiednich przejsé¢ granicznych. Nie jest oczywiste,
czy istnieje granica lim, o Z,", czy 2% = lim,, .o, Z,", czy istnieja granice wspotczyn-
nikéw 7,k 1 Yk, oraz czy istnieje przedstawienie odwracalne i/lub kauzalne dla Z;*°.

Twierdzenie 11.3. Dia dowolnego procesu niedeterministycznego Xy zachodzi

Ji—{go Z" =7, (11.8)
lim 7, = 7, (11.10)

gdzie Yy, = Cov(Z %, X,) zas wspolczynniki my, dane sq przez (10.8) (zob.Pourahmadsi,
2001, twierdzenie 7.14, Dégerine, 1982).
(NB. Proces jest niedeterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy lim,, . m,0 < 00.)

Dowéd: Mamy Z," := (X, — &, "+1#=1) /|| X, — & "+1r=1|| oraz || X, — &, >P~|| > 0.
Stad (11.8) wynika na mocy twierdzenia 9.2.
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Poniewaz lim,, .., Z,™ = Z,°, mamy lim,_.., Cov(Z,*,, X,,) = Cov(Z, %, X,,). Stad
wynika (11.9), gdyz Cov(Z,?,, X,) = Ynip—1, Mamy tez ¢y = o > 0.

Zauwazmy, ze Y Tpjtbn—jm—j = [m = 0]. Udowodnimy (11.10) stosujac indukcje
po k. Dla k = 0 mamy 7,0 = 1/1,0, wiec teza jest oczywista. Jezeli (11.10) zachodzi dla
wszystkich £ < m i pewnego m > 1, to

m—1 m—1
1
lim Tpm = lim — : Z anwn—j,m—] Z 7T]wm—j Tm,
n— oo n—oo n—m,0 = ’17/) s
a zatem (11.10) zachodzi dla k = m. O
Twierdzenie 11.4. Dla procesu niedeterministycznego szeregi ¥(z) = > o Urz* i

T(2) = > oo Tk2® = 1/9(2) zbiegajq bezwzglednie dla |z| < 1. Zachodzq zwiqzki

1+ |z 1+ |z 1—|z|?

gdzie A= 3= [7 [log(f(w)/o?)|dw >0, f:= dFe/dm, B =32 [l* € [0, || Xo|").

Dowéd: Z twierdzenia 9.9 ¢(z) zbiega dla |z] < 1, gdyz Y pe [¢k|* < co. Z nieréwnosci
Schwarza. [(2) < 5o lel? - Y AP = S50 e (1 — [#[2). Ze waorn (9.20)

otrzymujemy oszacowanie

z) = togo?| = |5 | S log( ) o)
1 ™1 1
<o [ 1Tl st e e =€), 06 = A1

Poniewaz [¢(z)|* = 0% exp [h(z) — log 0?], otrzymujemy |1(2)[*/0? € [e¢®) e“#)]. Funk-
cja |1 (2)|* nie ma zer dla |z| < 1, a zatem 7(2) = > p, mz* = 1/1(2) zbiega dla |2] < 1
z twierdzenia 10.10 pkt. (i). O

Przypomnijmy, ze proces jest czysto niedeterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
Soreolvnl? = HZZO:O @Z)kZ:,jOHQ = ||Xo|]>. Dla proceséw czysto niedeterministycznych
o ustalonym ||Xo||* zaleznoéé pomiedzy funkcjami o(-), w(z), ¥(z) oraz p(-) jest wza-
jemnie jednoznaczna. Z postaci «(-) wynika postaé¢ 7(z), z m(z) wynika (z), z ¥(2)
wynika p(-) (twierdzenie 11.1), z ktérego z kolei mozna obliczyé¢ «(-) za pomoca algorytmu
Durbina-Levinsona.

Twierdzenie 11.3 umozliwia pewna dyskusje warunkéw koniecznych i dostatecznych
czystej niedeterministycznosci procesu.

Twierdzenie 11.5. Dia 1y, danego przez (11.9) zachodzi

S [l? < 1ol [1 —hmsup|p<n>|2] , (11.12)
k=0

czyli proces nie jest czysto niedeterministyczny, gdy limsup,,_, . |p(n)| > 0.

Dowéd: Dla ustalonego N i e > 0 istnieje M takie, ze dla kazdego n > M zachodzi

N N
> il = e
k=1 k=1

< €.
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Dla kazdego n > N zachodzi [|Xoll* > Y3, [nkl* + [$nnl* = 201 [nkl? + (1 X0l [p(n) .
Stad wynika, ze Sn_ [¢k|> < || Xol|*[1 — limsup, . |p(n)|?]. Ktadac N — oo otrzymu-
jemy teze. 0
Przyktadem proceséw gaussowskich, dla ktérych lim,, . [p(n)] > 0, sa procesy wymie-
nialne (przyktad 13.8, p # 1) Dla proceséow tych V,, z rozktadu Wolda nie zalezy od n,

T € [1/ ]| Xol], 1/ ||X0|| VI =p|, natomiast 7; =01i¢; =0dlaj > 1.
Do nastepnych twierdzen definiujemy wspotezynniki ¢, = m, = 0 dla k& > n.

Twierdzenie 11.6. (Pourahmadi, 2001, lemat 7.15., twierdzenie 7.19) Dla skla-
dowej deterministycznej Vg, okreslonej wzorem (10.3) zachodzi

V, = lim Z Yok — ] 2277 (11.13)
Proces niedeterministyczny Xy, jest czysto niedeterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
Jim > = il = 0
k=0

Podobnie, aby dowie$¢ Z; % = lim,, oo Y po TnkXi—k = 9 peo TkX1—k, zbieznos¢ punk-
towa (11.10) jest za staba. W pierwszej kolejnosci nalezy zapewni¢ zbieznosé szeregu po
prawej stronie.

Twierdzenie 11.7. (Pourahmadi, 2001, lemat 6.4) Szereg > ;- mX;_) jest zbiezny
w L* wtedy i tylko wtedy, gdy im, oo p_o > o Temp(k — 1) < o0
Przypomnijmy, ze ciagi zbiegajace w ¢! sg ciggami Cauchy’ego w ¢! i vice versa.

Twierdzenie 11.8. Niech Y, |mu| < 0o dla kazdego n. Zachodzi réwnowaznosé

lim sup Z | Tk — k] = 0 <= hm Z | — Tk = 0 dla m := lm 7.

n—oo m>n

Jezeli warunki te zachodzq, to Zﬂ'k = ngolozﬁnk oraz Z |k = hm Z | k| < o0.

Analogiczne twierdzenia obow1@zuja dla 7%, k € (0,00). Z tw1erdzen1a 11.8 dla ¢! mamy:
Twierdzenie 11.9. Niech Xy bedzie procesem stacjonarnym. Jezeli Y ;- o |mi| < 0o dla
wszystkich n 1 lim,, o Ziio |k — | = 0, to Ziio X 2biega w L? i zachodzi réwnosé
ZZO:O Wle_k = limn_,oo ZZO:O Wnle—k-

Dow6d: Z twierdzenia 10.1 szereg Yo T X, zbiega w L?, gdyz Y - || < 00 z twier-
dzenia 11.8. Mamy ||> 3" o (mnr — ) Xi—k |l < [|1X0]] D g 1Tnk — T, wige D po o T Xi—
zbiega do Y 2 m, X dla n — oo. O

Zastanéwmy si¢ teraz, kiedy zachodzi lim,,_oc > oo [T — Tnk| = 0 badZ réwnowaznie
1My, o0 SUP s g D oo | Tk — Tnk| = 0. Wspolezynniki 7, sa proporcjonalne do ¢y Re-
kursja Durbina-Levinsona definiujaca te ostatnie przypomina definicje wspotczynnikéw
Newtona. Stad otrzymujemy:

Twierdzenie 11.10. Dia j € {1,...,n} zachodzi nieréwnosé

6] < (j) max_[a(k)]. (11.14)

ke{l,...,n}
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Dowéd: Mamy ("]_1) = (?)% oraz (Z:;) = (?)%, a zatem z réwnan (8.12)—(8.13)

dowolna nieréwnosé¢ postaci |¢,;| < (;‘)wn zachodzi, jezeli w, > |a(n)| zachodzi dla
ne{1,2,..}zadw, > w,1 [ + L|a(n)|] zachodzidlaj € {1,...,n—1}in € {2,3,..}.
Poniewaz |a(n)| < 1 zachodzi dla wszystkich n, zatem mamy w, > w,_1 [=L + L|a(n)]],
jezeli mamy w,, > w,_1. W rezultacie odpowiednim w,, aby otrzymacé (11.14) jest w,, =
maxge(1,..ny |(k)|. =

-----

strona rozbiega do nieskonczonosci dla n — 00. Nastepne twierdzenia to seria ograniczen
o coraz wiekszej mocy.

Z twierdzenia 11.10 wynika, ze > 7, [¢n;| < (2" — 1) maxpeq,. ny |a(k)], gdzie prawa

Twierdzenie 11.11. Oznaczmy ¢ := —1. Dla dowolnej funkcji czesciowej autokorelacyi
a zdefiniujmy pomocniczq funkcje czesciowej autokorelacji o, gdzie a(n) = —|a(n)].
Niech qb;?j bedq wspolczynnikami najlepszych predyktoréw liniowych odpowiadajgcych a™.
Dlan>01j€{0,..,n} zachodzq relacje

¢h; <0, (11.15)

\¢Z‘+1 = |¢A- (11.16)

Z |pi| = H +a(k))), (11.17)
k=1

[Dnsl < |6, (11.18)

Dowéd: Mamy —¢4) = |a(1)], wiec (11 15)—(11.18) zachodza dla n = 0. Nastepnie stosu-
jemy indukcje po n: Mamy ¢y, = ¢,y ; + [a(m)|p 1, dla j <midy, = —[a(m)|.
Zatem (11.15) dlan = m—1 implikuje (11.15) oraz (11. 16) dlan = m. Jesli (11.15) zacho-
dzidlan =min=m—1,réwnos¢ }"" | ¢} = (1+|a(m)]) ZT:_ol m_1, implikuje (11.17)
dlan = m, jezeli (11.17) zachodzi dla n = m—1. W koncu zatézmy (11.18) dlan = m—1.

Wtedy [¢mj| < [dm-1] + [a(m)l|pm-1m—il < —¢pn_1; = la(m)|op_1m; = —¢p; dla
G <M |Gmm| = |a(m)] = —¢2 . Tym samym udowodniliémy (11.18) dla n = m. O

Interesujacym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest to, ze istnieje bardzo wiele proce-
sow spetniajacych warunek lim,, . (ngnipfl = o, =1 dla ktérych sumy wspotczynni-
kéw |pnk| rozbiegaja wyktadniczo do nieskonczonosci. Niekiedy jednak moze pojawié sie
silna zbieznos¢.

Twierdzenie 11.12. Niech ¢pno := —1 oraz ¢pj := 0 dla j > n. Dla m > n zachodz
D bmi — ngl < [T+ la(B)) = T] (1 + [k (11.19)
7=0 k=1 k=1
Dowdéd: Z réwnan (8.12)—(8.13) wynika
n n—1 n—1
D 6nj = dnryl < o@D |dn1;l < la@) [] (1 +la®))
=0 =0 k=1
n n—1
=[J+la®))-J[Q+la®)]). (11.20)
k=1 k=1

Sumujac stronami otrzymujemy (11.19). O
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Obierajadc C>IL, 1+ \oz(k;)|) nier6wnos$¢ (11.20) mozna zapisaé jako

k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Nieréwnosé (11.21) przypomina nieréwnos¢ Baxtera Y |dnk — Or| < €Dy Ok za-

chodzaca dla dodatniej i ciaglej gestosci spektralnej, pewnych statych ¢ i N oraz wszyst-

kich n > N (Pourahmadi, 2001, twierdzenie 7.22). Wyprowadzenie nier6wnosci Baxtera

nie odwotywato sie do rekursji Durbina-Levinsona (Baxter, 1962, twierdzenie 2.2).
Zdefiniujmy wielomiany

=D om", bu(2) =Y B i = 2001/, (11.22)
k=0 k=0

= Z Tnk2", Tn(2) == Z ﬂfw_kzk = 2"[m(1/2)]". (11.23)
k=0 k=0

Jezeli |z| = 1, to ¢n(2) = [27"0n(2)]* oraz |¢,(2)| = |¢n(2)| a takze T,(2) = [z 1, (2)]*
oraz |7, (2)| = |mn(2)]
Dla z € C rekursje Durbina-Levinsona (8.12)—(8.13) mozna zapisa¢ réwnowaznie jako

[ 2:52 ] = Tlaln)) { zz: 1523 ] ) { 228 ] = -1, (11.24)
{ ZZEZ } = T(a(n)) { T 18 } ) { iggi; } = ||;o||’ (11.25)

gdzie

Twierdzenie 11.13. Zachodzq zwiqgzki

70 (2) [ = 70 (2) ] = 701 (2)] = |2 |70 (2)]%, (11.26)
Tn(2)? = |70 (2)]? — |z 17‘?k22 1_7|Z|2 11.27
™ (2)]7 = [7n(2)[" + (1 |\)k0\ (2)] ZHXOHQ’ (11.27)
m () =D 12" P me(2)) (11.28)

Dowod: Macierz T'(u) jest macierza transformacji Lorenza i zachowuje niezmiennik |a|?—
6|2 = |¢|2—|d|? dla [a, b]" = T'(u)c, d]”. Stad wynika (11.26). R6wnos¢ te mozna przepisaé
do postaci |m,(2)|* — |m_1(2)|* = |71(2)|> — |2|*|Tk_1(2)|* dla dowolnego k. Sumujac takie
rownosci stronami od k£ =1 do k = n otrzymujemy

[ma(2)]” = Imo(2)* = |ma(2)* + (1 = |2]%) i |7 (2)* = [2[*|mo (2)*.

Poniewaz my(2) = mo(z) = 1/ || Xo||, stad wynika (11.27). Potézmy 1/z* zamiast z w (11.27)
i wstawmy tam |7,(1/2%)] = |z7"7,(2)| oraz |7,(1/2*)| = |z "m,(2)|. Po przemnozeniu
obu stron przez |2"|? otrzymujemy |7, (2)[? = |7 (2) ] 4 (2> = 1) Sop—g |27 5 2w (2) 2.
Gdy od tej réwnosci odejmiemy (11.27), dostajemy (11.28). O
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Z nieréwnosci (11.27) wynika, ze wielomiany ¢, (z) oraz m,(z) nie maja pierwiastkow
dla |z| < 1. Znacznie bardziej ztozony dowdd tego ostatniego faktu znalezé mozna w pracy
Grenandera i Szegd (1958, sekcja 2.3. (a)). Dowod 6w odwotuje sie do ortonormalnosci
wielomianéw 7, (z) wzgledem miary spektralne;j.

Twierdzenie 11.14. (zasada maksimum i minimum) Niech V' C C bedzie zwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej o brzegu V. Niech w(z) bedzie dowolng funkcjq holo-
morficzng (analityczng) we wnetrzu V\OV i cigglq na calym V. Prawdziwe sq nastepujgce
zdania:

(i) Supcov [10(2)] = sup.cy [w(2)];

(i) inf.cov |w(2)| = inf.eyv |w(2)|, jezeli w(z) # 0 dla wszystkich z € V.

Dowdéd: Pkt. (i) to znana zasada maksimum (Rudin, 1986, sekcja 12.1). Pkt. (ii) wynika
z niej w sposob nastepujacy: Jezeli w(z) # 0 dla wszystkich z € V| to 1/w(z) jest funkcja
holomorficzna na V. Stosujac zasade maksimum do 1/w(z) otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 11.15. Zachodzq zwigzki

JJR¢ *a(k)), gdy a(k) € R dla k < n; (11.29)
k=1
|6 (2) H 1— |k H 1+ |a(k))|, dla|z] <1. (11.30)

Dowéd: (11.24) ma dwa szczegblne przypadki:
On(£1) = (1 = (£1)"a(n)) ¢pp_1(£1), gdy a(k) € R dla k <mn; (11.31)
0n(2) = bur() — [0(M)2"bur ()], ey |2 = 1. (11.32)
Z (11.31) wynika (11.29).
Zalézmy teraz, ze |z| = 1. Zauwazmy, ze dla A € C zachodzi
(1= la(m)]) - [Al < [A = [a(n)"A]"| < (1+]a(n)]) - |A].

Z nier6wnosci tej i (11.32) otrzymujemy przez indukcje (11.30) dla |z| = 1. Z zasady maksi-
mum wynika zatem, ze |¢,(2)] < [[r_, (1 + |a(k)|) dla |z| < 1. Jezeli [T;_, (1 — |a(k)]) =
0, to druga nieréwnos$¢ w (11.30) jest trywialna. W przeciwnym razie nalezy zauwazyc¢,
ze 7 twierdzenia 11.13 ¢,,(z) # 0 nie tylko dla |z| = 1, ale takze dla |z| < 1. Tym samym
otrzymujemy |¢,(z)| > [[r_, (1 — |a(k)|) dla |z| <1 z zasady minimum. O

Zdefiniujmy teraz dwie klasy procesow.

Definicja 11.16. (procesy autoregresyjne i kwazifinitarne) Proces taki, Ze a(k) =
0 dla k > n, nazywa sie procesem autoregresyjnym AR(n). Procesem kwazifinitarnym
nazywamy proces, dla ktérego Y, |a(k)| < 0o oraz |a(m)| < 1 dla wszystkich m.
Podobnie jak procesy finitarne, procesy kwazifinitarne sg uogélnieniem niedeterministycz-
nych procesow autoregresyjnych.

Twierdzenie 11.17. Kazdy proces kwazifinitarny Xz ma przedstawienie odwracalne
Z7 =30 ome Xk 1 kauzalne Xy = > 07 U Z%, gdzie wspdlezynniki g, iy, dane sq
przez (11.9)-(11.10). Szeregi potegowe m(z) =Y oo Te2® 1 Y(2) = D gy iz spelniajq

oo alk)| 1 1+ |alk
ix 0% 11.33
>l 1%l (2 - | 0||€[H 1+\ak|’g Tk ] (11-33)
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oraz Y(z) = 1/m(z) dla |z| < 1. Zachodzi tez

S B LT Lt (b))’
5 It = o [ ey 1l <H< o) (11.34)

k=—00

oraz 3200 p(k)e™ ™ = |yp(e*)*/ || Xo||*. Ponadto zachodzq implikacje:
(i) Jezeli Xy jest procesem autoregresyjnym, to Y po o |te| < 00, Y _po  |p(k)| < .
(ii) Jezeli a(k) € R dla wszystkich k, to

r(£1) -1, | = H e (11.35)
3 =04k =] 1 j EE;’“ZEZ; (11.36)
k=—00 k=1

Dowdéd: Poniewaz Y - |a(k)| < oo, to zachodzi [[;7, (1 + |a(k)|) < co. W mysl twier-
dzenia 11.12 zachodzi lim,,_. sup,,~, E;nzo |Omj — Onj|l = 0. Ciag (én. )nen jest ciagiem
Cauchy’ego w przestrzeni ' bezwzglednie sumowalnych ciagéw. Istnieja zatem granice
gbk = hmn_,oo gbnk

Poniewaz lim,,_oc v, = [[1e; (1 — |(k)|?) > 0 oraz m,(2) - [| Xo|| = —¢n(2)/+/0n, to
ciag (mn. )nen takze jest ciggiem Cauchy’ego w przestrzeni ¢'. Na podstawie twierdzenia
11.9 wnioskujemy, ze Z, % = liM,—oo D p_o Tk Xi—k = D peo ThXi—k, & zatem proces Xz
jest odwracalny wzgledem Z, .

Dla ¢(z) := Y 32 dx2" zachodzi limy, o SUp|, <1 |0 (2) = ¢(2)] < 1My oo D52y [Gnk —
¢r| = 0. Dzieki temu wtasnosci (11.30) oraz (11.29) przenosza sie na ¢(z), gdy dokonamy
podstawien ¢, (z) — ¢(z) oraz [[,_;, — [, Poniewaz z zaleznosci m,(z) - || Xo|| =
—0u(2)/ /o wynika 7(2) - [ Xo|| = —¢(2)/[IT;2, (1 — |a(k)[*)]'/?, z whasnosci (11.30)
oraz (11.29) wynikaja wzory (11.33) 1 (11.35) dla 7(z). Z kolei ze wzordéw (11.17)—(11.18),
Y reo Ime] > |7(0)] oraz (11.33) dla m(z) wynika wzér (11.33) dla Y, |7kl

Ze wzoru (11.33) dla 7(z) wynika 7(z) # 0 dla |z| < 1. Ze zbieznosci jednostajnej
1My, o0 SUP|, <y [T (2) = 7(2)] < limy, oo D25t [Tnk — mi| = 0 wynika, ze 7(2) jest funkcja
ciagla dla |z| < 1. Z twierdzenia 10.10 pkt. (ii) wynika, ze szereg 1(z) zbiega do 1/7(2)
dla |z| < 1.

Jezeli proces Xz jest procesem autoregresyjnym AR(n), to m(z) = m,(z) jest wie-
lomianem i ma nieskoniczony promien zbiezno$ci. W tej sytuacji twierdzenie 10.10 pkt.
(i) orzeka, ze > - k| < oo. Z twierdzenia 10.8 wynika, ze przedstawienie odwracalne
7 = m(B)X, mozna odwroci¢ do przedstawienia kauzalnego X,, = ¥(B)Z, *°. Z twier-
dzenia 11.2 pkt. (i) wynika > 7 [p(k)| < oo.

Zrezygnujemy teraz z zalozenia, ze Xz jest procesem autoregresyjnym. Funkcja
1/m,(2) to szereg potegowy wspoOtczynnikow przedstawienia kauzalnego procesu AR(n),
ktorego autokorelacje i czesciowe autokorelacje sa identyczne z p(k) i a(k) procesu Xz
dla 0 < k < n. Na mocy twierdzenia 11.1 mamy zatem

1 K
v(k) = Dy / 11/ (e™)? exp(ikw)dw dla 0 <k < n. (11.37)
T
Poniewaz 1/[m(z)| jest ograniczone, to zachodzi lim,, . supy, <1 [1/m(2) — 1/7(2)] = 0.

Stad (11.37) implikuje (k) = 5= [7_[¢(e™)|* exp(ikw)dw dla wszystkich k > 0. Zatem
na mocy twierdzenia 11.1 zachodzi X; = > "7 ¥, Z;%. Na mocy twierdzenia 11.2 pkt.
(ii)—(iii) z (11.33) oraz (11.35) wynika (11.34) oraz (11.36). O
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Diagram 11.1. Wykres |p| dla a(n) = a - [n < NJ.

Oto kilka prostych wnioskéw z twierdzenia 11.17:
(i) Jezeli (£1)*a(k) > 0, to zwiekszenie |a(k)| powoduje zwiekszenie Y oo (£1)Fp(k).
Jezeli (£1)*a(k) < 0, to zwiekszenie |a(k)| powoduje zmniejszenie > oo (£1)*p(k).
(ii) Jezeli (+1)ka(k) > 0 dla wszystkich k oraz (£1)*a(k) > a > 0 dla N réinych k, to
(£1)™p(m) > 0 zachodzi dla co najmniej (%Z)N réznych m, poniewaz |p(k)| < 1.
Diagram 11.1 ilustruje zjawisko opisane w pkt. (ii). Autokorelacje dla procesu kwazifi-
nitarnego moga zanika¢ bardzo powoli, cho¢ suma szeregu kwadratow autokorelacji jest
zawsze skonczona.
Na koniec zauwazmy, ze oszacowania intensywnosci entropii i entropii nadwyzkowej
mozna takze wyrazi¢ za pomoca wielomiandéw m,(2).
Twierdzenie 11.18. Niech 7, (z) := m,(2)- || X0, gdzie 7, (2) = > 1 _o Tuxz®. Dla procesu
takiego, ze |a(k)| < 1 dla k € N, zachodzq tozsamosci:

n 1 T )
- Zlog [1—|a(k)]’] =log 17,(0)]* = 2—/ log frn(ew)’de, (11.38)
k=1 TJ—r
n ) 1 d R 2
= klog [1 - |a(k)]’] = = — log 7tn(2)| d(Rez)d(Im ). (11.39)
1 s |z|<1 dZ

Dowéd: Na mocy twierdzen 8.4 i 8.8 bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zatozyé,
ze proces Xy jest procesem autoregresyjnym AR(n). Mamy dlan a(k) = 0 dla
k> n, czyli =30 log[l — |a(k)]?] = 2[Hx(1) — hx]/d = —log[o?/||Xo|’] a takze
— > klog[l —Ja(k)]?] = 2Ex(n + 1)/d = 2Ex/d = logg. Wariancja innowacji
i gestoé¢ spektralna maja postaé o2/ || Xol|> = |(0)2/ |1 Xoll® i f(w) = [0(e™)|?, gdzie
Y(2) = 1/m,(2). Stad wynika (11.38). Poniewaz 1(2) jest odwrotnoscia wielomianu, ktory
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nie zeruje sie dla |z| = 1, to f spelnia f € [a,b] C (0,00) oraz istnieje druga pochodna
f". Spemiony jest zatem warunek |f'(w1) — f'(we)| < const|w; — wo|* dla 0 < a < 1.
Korzystajac z twierdzen 9.9 i 9.12 otrzymujemy (11.39). O

W istocie twierdzenie 9.9 bylo wyprowadzane przez Grenandera i Szegd (1958) w oparciu
o algebraiczne wlasnosci wielomianéw m,(z). Odpowiednikéw wzordéw (11.38)—(11.39) nie
udato nam sie jednak w ich pracy zidentyfikowac.



Rozdzial 12

Wzajemne ograniczenia zaniku ACF i PACF

Poniewaz p(n) jest funkcja «a(k), gdzie k < n, i mozemy wyzerowaé¢ a(k) dla k > n,
to ze wzoru (11.34) dla procesu kwazifinitarnego wynika ograniczenie

1+ |a(k)[\®
(s (— | (12.1)
k_zn Hl (k)]
ktore jest prawdziwe dla jakiegokolwiek procesu.

W pewnych przypadkach istnieje podobne proste ograniczenie >} _, [p(k)|.

Twierdzenie 12.1. Dia kazdego procesu spetniajacego [[i_, (1 + |a(k)|) < 2 zachodzi

n n -1
> lplk)] < H (1+ |a(k ] : (12.2)
k=0 k=1
Dowdéd: Po pierwsze, dla k£ > 1 mamy

Z |Pit| < Z | i1 hk] + Z (i + k)@t
k=1 k=1 k=1

Oznaczmy ¢po = —1. UZywaj@c wzordéw (11.16)—(11.18), uzyskujemy

Z|¢z+kk| < ZZ|Q m+k7 ||¢m 1+km|

m=0 k=1
=Z\a<k>|2\¢k71,m\ [k—m>1Ak—m<n]
A
< Z | (k)| Z |t
k=1 m=0
n+i k-1 n-+i
—Zla - TT+ Jatm)) = TL (1 + latk)]) - 1,
m=1 k=1

gdzie ostatnie przeksztalceme wynika z réwnosci w (11.20).
k :
Dla k = n 7 (8.15) mamy |p(k)| < S5, |duillo(h — )] = S50 10(3) |6us |- Zatem

n k-1
Z (k)| 1 = Z POIESIMTGIT
k=1 i=0
:Z Z |0(0)|| 5. Z|-Z|p |Z|¢Z+M|
=0 k=1+1

IN

n—1 n
> Ipli)] [H (14 |ou(k 1] .
i=0 k=1
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Przcgrupowanic Y7y |p(k)] — 1 < S5 [p(k)] - [Ty (1 + la(m)]) — 1] daje (12.2). O

Warunek [[,_,(1+|a(k)|) < 2 nie jest trudny do spelnienia. Przypomnijmy, ze log(1+
) <z daaz >0, wige [[}_, (1 + |a(k)]) <expd ,_, |a(k)|. Zatem

Zm ) <2 = H1+|a (k)|) < 2. (12.3)
Nie tylko ograniczonos¢ skoniczonej sumy czesciowych autokorelacji implikuje ograni-
czonos¢ skonczonej sumy autokorelacji. Zachodzg takze pewne relacje odwrotne.

Twierdzenie 12.2. Niech funkcja G : N — R bedzie dowolng funkcjg spetniajgcg naste-
pujgce warunki:
(i) G jest nieujemna i nierosngca,

(1) G(0) == G(1),
(111) istnieje stala B > 1 taka, ze G([n/2]) < BG(n) dla kazdego n,

(iv) 4B 72 G(k) < 1.
Niech p bedzie funkcjg autokorelacji pewnego procesu takq, ze |p(n)| < G(n) dla n € N.
(Nie Zgdamy G(0) > p(0) = 1.) Wéwczas istnieje stala A taka, ze wspélczynniki ¢,
najlepszych lintowych predyktorow spetniajq

|bnil < AG(3) (12.4)
dlan € N orazi € {1,...,n}.
Dowéd: Dla procesu stacjonarnego réwnania Yule’a-Walkera (8.5) przybieraja postaé
of =p(i—i)— > ohpli—k), jEK (12.5)
keK\{j}
Roéwnania te maja doktadnie jedno rozwigzanie ze wzgledu na (gbg )jex - Oznaczmy

py (457) = . . (12.6)
{_ ZkeK\{j} ph (i k)p(j — k), n>2.

Jezeli szeregi Y | ph (i;j) sa zbiezne dla wszystkich j € K, to ¢fs =37 pk (i: ).
Ograniczenie funkcji autokorelacji przyjete w zatozeniach wystarcza, by dowies¢ zbiez-
nosci szeregow Y oo pi(i; 7). Oznaczmy

o {eli- D, et
Q“””‘{z%ﬂalwmew~om "z 127

Z nieréwnosci |p(k)| < G(k) dla k € N wynika

|k (Ko; k)| < Z Z H|/)(kj_kj71)‘
kieK\{k2}  kn—1€K\{kn}j=1

<Y [Tk = Kol + G(ky — ko) H = kj-1l)

k1€Z kn—1€7Z :
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Ponadto dla 7 < j otrzymujemy

> Glli = kNG(k — j))

S avwo([15]) - 5 o((5 e

k>4d
< [4 > Gk
k=0

G (F ; ZD < CG(Ji — j]), (12.9)

gdzie C := 4B "2, G(k). Te sama nieré6wnos$¢ dowodzimy analogicznie dla ¢ > j.
Z (12.9) mamy G, (i;7) < C"'G(]i — j|) dla n > 1. Zatem z (12.8) wynika

K A e T 2 o
081 < S I ) < T = 41+ 1 - Gl =) (12.10)
n=1
. . . k+1:k+n — -1
Poniewaz ¢ni := @31\ 1 hins1_ir 10 2 (12.10) mamy (12.4) dla A=2(1-C)~". O

Jezeli funkcja autokorelacji pewnego procesu spetnia zatozenia twierdzenia 12.2, to
la(n)] = |pnn| < AG(n), (12.11)

czyli Y02 la(k)] < co. W szezegblnosei dla AG(1) < 1 proces jest kwazifinitarny.
Warto zauwazy¢, ze twierdzenie 12.2 odnosi sie do wszystkich proceséw, ktorych funk-
cja autokorelacji speia |p(n)| < G(n) = d|n|=? dla

272703 - 1)

§ < 0c(B) = ST 8> 1. (12.12)

W istocie mamy G(n/2) < BG(n) dla B = 2° oraz

iG <2G(1 /oo G(k)dk < (22:1)5 < (25;?‘?(@ = (4B)~".
k=0 1






Rozdzial 13

Przyklady proceséw gaussowskich

W $wietle poprzednich rozdzialow pewna klasyfikacja stacjonarnych proceséw gaus-
sowskich przedstawia sie nastepujaco:

ergodyczne

/

spetiajace limy_ o p(k) = 0 (mieszajace)

spetniajace Y o |p(k)|* < oo niedeterministyczne
odwracalne czysto niedeterministyczne (regularne)

kwazifinitarne zupelnie niedeterministyczne

1

finitarne

Strzatki na diagramie nalezy interpretowaé¢ jako wynikania. Na przyktad, kazdy proces
kwazifinitarny jest odwracalny, czysto niedeterministyczny i spetnia Y oo [p(k)]* < oc.
Powyzszy diagram warto zilustrowa¢ pewnymi przyktadami proceséw. Osobno rozpatrzy-
my procesy finitarne i niefinitarne.

Klasycznym przyktadem procesow finitarnych sa nieosobliwe procesy ARMA.

Przykltad 13.1. (procesy ARMA) Mdéwimy, Ze proces Xz jest procesem ARMA(p, q)
(autoregressive moving-average), jezeli istnieje standardowy bialy szum Zz, stata & > 0
i wielomiany n(z) =1—>F_ mkz®, 0(2) =1 —=3"1_, Oh2" takie, ze

0(B)X, = 60(B)Z, (13.1)

zachodzi dla wszystkich n € Z. Nieosobliwym procesem ARMA(p, q) nazywamy proces taki,
ze 0(z)n(z) # 0 dla wszystkich |z| = 1.

Pomimo tego, ze gaussowskie procesy ARMA sa ukrytymi tancuchami Markowa w sen-
sie definicji A.46, finitarnosci proceséw ARMA nie mozna dowie$¢ w oparciu o twierdzenie
2.11 ani przez podobnie proste zastosowanie twierdzenia 1.17. Klasyczny dowdd finitarno-
Sci proceséw ARMA wykorzystuje wzér (9.22). Przypomnijmy pokrétce to rozumowanie,
by skontrastowac¢ je z dowodem twierdzenia 2.11.

Wiadomo, ze proces ARMA(p, q) jest kauzalny wzgledem biatego szumu Z z réwnosci
(13.1), jezeli n(z) # 0 dla wszystkich |z| < 1, za$ jest on odwracalny wzgledem tego
szumu, jezeli 0(z) # 0 dla wszystkich |z| < 1 (Brockwell i Davis, 1987, twierdzenia 3.1.1,
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3.1.2, i sekcja 3.3). W szczegdlnosci kazdy proces nieosobliwy mozna przedstawié jako
ARMA(p, q) postaci

n(B)X, = O@(B)Zn (13.2)

takiej, ze Xz jest odwracalny i kauzalny wzgledem standardowego bialego szumu Zz
(Brockwell i Davis, 1987, sekcja 4.4). Dla n(z) = [Ti_,(1 — a; '2), 6(z) = [TI_,(1 = b;*2),
gdzie |ai],...,|a)] < 1 < |awal, s fap| 1 (b [bu] < 1 < by, s [bgf, mamy o =
o Hle 10,1/ TI._, laal, 7(z) = TIP_ (1 — @ 2) 1 6(2) = o (1- b; ' 2) ze wspolezynnikami

) = ([aﬂ717 EES) [aﬂilvalJrlv '-'7a’p)7
)= (B30, s (03] bty e bg)-

(@1, ey Qpy Qpgty ey
. by

(bla sy Ek) Bk-}—l) .

Funkcja () := 06(z)/7(z) spetnia (9.20). Zatem o jest wariancja innowacji procesu Xz,
zas wariancja uogolniona wynosi
) IR b — 1P
?:1 H?’/:1 ‘bjb;" - 1| Hf:1 Iz‘)'=1 ‘&ia; - 1|

(Finch, 1960).! Dla nieosobliwych proceséw ARMA zachodzi g < oo.

Nieosobliwe procesy ARMA sa nie tylko finitarne, ale takze kwazifinitarne. Wynika
to w sposob nastepujacy. Brockwell i Davis (1987, sekcje 3.3 1 3.6) dowodza, ze funk-
cja autokorelacji nieosobliwych procesow ARMA jest ograniczona co do modutu przez
pewien zanik wykladniczy. Oznacza to, ze >, k'|p(k)| < oo dla kazdej liczby catkowi-
tej [ > 0. Z kolei gestosé spektralna nieosobliwego ARMA spelnia f(w) = [¢(e™)|* =
|50(e™) /n(e™)|?, a zatem jest ciagta i $cisle dodatnia. Korzystajac z twierdzenia 9.11
otrzymujemy, ze Y .- k'|a(k)] < oo dla kazdej liczby catkowitej [ > 0. Kladac I = 0,
wnioskujemy, ze proces jest kwazifinitarny.

g (13.3)

Przyktad 13.2. (procesy o potegowym zaniku PACF) Niech proces Xy bedzie pro-
cesem o funkcji czeSciowej autokorelacyi

a(n) = don =P, (13.4)

gdzie |0, < 1, B, > 0.
Procesy o potegowym zaniku PACF sg finitarne i kwazifinitarne dla 3, > 1.

Przyktad 13.3. (procesy o potegowym zaniku ACF) Niech proces Xy bedzie pro-
cesem o funkcji autokorelacyi

p(n) = @601 (3,)In| 7, (13.5)

gdzie 0y (B) == (6—-1)/(28), |a,| <1, B, > 1, n > 1. Tak okreslona funkcja p jest nieujem-
nie okreslona, gdyz > p, |p(k)| < Yopey O (Bp) k|75 < 6ar(By) [1+ [ [K|~Podk] = 1/2,
a zatem jej transformata Fouriera f/ || Xo|]* jest nieujemna.

Twierdzenie 12.2 dowodzi finitarnosci i kwazifinitarno$ci pewnego podzbioru proceséow
o potegowym zaniku ACF. Niestety, jak wida¢ z diagramu 13.6, jest to bardzo maly
podzbior.

! Prawa strona (13.3) w pracy Fincha jest blednie pomnozona przez [([]]_, b;)/(TTh-, a:))2P—9.
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W Swietle obecnego stanu badan wydaje sig¢, ze istnieje szeroka klasa procesow, dla
ktorych zachodzi jednoczesny przyblizony potegowy zanik autokorelacji i czesciowej auto-
korelacji ze zblizonym wykladnikiem (Baxter, 1962; McLeod, 1998; Inoue, 2005). Czast-
kowe $ciste wyniki sg trudne do osiggniecia i wymagajg wielu dodatkowych zatozen. Aby
zorientowac sie, jakiego typu regularnosci moga zachodzi¢ dla proceséw o potegowym
zaniku ACF lub PACF, przeprowadzilismy dwa eksperymenty numeryczne. W pierwszym
eksperymencie obliczaliémy « dla danego p, w drugim obliczalismy p dla danego a. Wyniki
zostaly przedstawione na diagramach 13.1, 13.2, 13.3, 13.4 i 13.5.

Dla 3, > 1, $cisle potegowy zanik p(n) wydaje si¢ odpowiada¢ asymptotycznie potego-
wemu zanikowi |a(n)| (diagram 13.4). Regularnos¢ ta nie zalezy od amplitudy a,, a osza-
cowanie wyktadnika (3, zaniku |a(n)| jest w dobrym przyblizeniu réwne wyktadnikowi 3,
zaniku funkcji autokorelacji. Analogicznie, dla szerokiej klasy Scisle potegowych zanikéw
a(n), wartoé¢ bezwzgledna |p(n)| zanika asymptotycznie potegowo z wyktadnikiem g,
réwnym wyktadnikowi 3, zaniku funkcji czesciowej autokorelacji (diagram 13.5).

Okreslenie z diagramu 13.5 hipotetycznego zbioru parametréw, dla ktérych a(n) =
dan P przeklada sie na |p(n)| =~ 6,n ", gdzie 3, = B3,, nie wydaje si¢ w pelni wiary-
godne. Diagram 13.5 sugeruje, ze dla 3, < 1.5 asymptotycznie mamy 3, < 3, dla d, > 0
ioraz B, > B, dla 6, < 0. Wyniki te uzyskaliSmy obserwujac p(n) dla n < 300. Zbiér
procesow o potegowym zaniku czedciowej autokorelacji, dla ktorych 3, = 3,, moze jednak
obejmowaé czes¢ procesow o 3, < 1.5.

W $wietle wnioskow (ii)—(iii) z twierdzenia 11.17, dla bezwzglednie sumowalnej funk-
cji czedciowej autokorelacji o, sumowalna z kwadratem funkcja autokorelacji p przybiera
wysokie warto$ci dodatnie dla o wiele wiekszej liczby argumentow niz o« — dopiero po
tej fazie przebiegu funkcja p moze “nasladowaé¢ zanikiem” funkcje a. Zjawisko to byto
ilustrowane na diagramie 11.1 dla pewnej klasy prostych proceséw autoregresyjnych. Po-
dobnie diagram 13.3 dla proceséw o potegowym zaniku czesciowej autokorelacji pokazuje,
jak dla ustalonego 3, > 1 i rosnacego |0,| gwaltownie zwieksza sie zakres argumentow,
dla ktoérych funkcja autokorelacji p przybiera wysokie wartosci. Pomimo tego, niezaleznie
od amplitudy |d,|, dla dostatecznie duzych argumentéw funkcja autokorelacji p staje sie
proporcjonalna do funkcji czesciowej autokorelacji a.

Jak przekonamy sie z dalszych przyktadow, w tym Scistego rozwiazania rekursji
Durbina-Levinsona dla procesu ARIMA(0, d,0), dla ujemnej i bezwzglednie niesumowal-
nej funkcji czesciowej autokorelacji «, sytuacja zwykle ksztaltuje sie odmiennie: Funkcja
p zanika szybciej niz « i wcale nie musi nasladowaé¢ zanikiem funkcji a. Dla proceséw
o a(n) = —0.5n7% gdzie B, < 1, pojawiaja si¢ wyrazne oscylacje |p(n)|, ktére wydaja
sie siega¢ poza przedziat n < 300 i zaburzaja oszacowania (3, na diagramie 13.5.

W obrebie klasy procesow gaussowskich o potegowym zaniku PACF podzbiér proce-
sow finitarnych réwny jest podzbiorowi proceséw kwazifinitarnych. W obrebie catej klasy
procesow gaussowskich rownosé ta nie zachodzi.

Przyklad 13.4. (niekwazifinitarne procesy finitarne) Niech proces Xz bedzie pro-
cesem o funkcji czesSciowej autokorelacyi

a(n) =an"'(logn)™", n>2, (13.6)

gdzie v € (1/2,1], |a| < 2(log 2)".
Dla tak zdefiniowanego procesu zachodzi ZZOZQ (k)| = |al ZZOZQ k1 (log k)" = oo
natomiast Y7, kla(k)|* = |a] Y572, k7 (log k)~ < o0
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ap=0.5
1 ¢ T MR T T ]
' B,=1.010 —
Bo=1.234 ]
Bo=1.507 - ;
Bo=1.840 ]
Bo=2.248 - -
Bo=2.746 - -
e _
g 3
16-06 |
1e-07 |
le08 L
1 10 100 1000 10000
n
ap=—0.5
1 ¢ T T T T ]
' B,=1.010 —
Bo=1.234 ]
Bo=1.507 - ;
Bo=1.840 ]
Bo=2.248 - -
Bo=2.746 - -
g _
g 3
1e-06 |
1e-07 |
le08 L
1 10 100 1000 10000

n

Diagram 13.1. Wykres |a(n)| dla p(n) = a0y (8)|n| ™ gdzie a, € {0.5,—0.5}.



8,=0.5
B,=0.670 — —
B,=0.818 -
01r B,=1.000 - .
By=1.221 -
' : By=1.492 -----
0.01 f B,=1.822 - - 7
_ By=2.226
__ 0.001 F B,=2.718
E I N N ~
—  0.0001 | oo ]
1e-05 | ]
16-06 | ]
1e07 L
1 10 100 1000 10000
n
8,=—0.5
1 .
4=0.670 ——
,=0.818
=1.000 |
0.01 =1221
(=1.492 -
=1.822 -
0.0001 "5 2% _
(=2.718
/E —
é 1e-06
1e-08 i
1le-10 _
1 10 100 1000 10000

Diagram 13.2. Wykres |p(n)| dla a(n) = §, n~% gdzie §, € {0.5,—0.5}.
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B,=2.718

0.1 F "
am;
leg

00001;

lp(n)]

1le-05
m@6;

mo7;

1e-08 |

Q

Q

Q

Q
Iyl

(ozNecNeoseciel]

Q

00000

Qm;
Q%l%

0.0001 }

lp(n)|

mo5}
1e-06 |

m@7}

1e-08 L A Y e
1 10 100 1000

n

Diagram 13.3. Wykres |p(n)| dla a(n) = §,n~"* i ustalonego 3,.
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5 T T T T
4 + _
3 - .
o Ba=B
< apa:O.S —---EF---
5| =07 o |
ap=0.5 ——eBeeen
ap:0.3 L
ap=0.1 —emoee-
ap:—O.l S
1r ap:-0.3 R
ap:-0.5 eeaeees
ap=-0.7 —ee-
ap:—0.9 ——eeBeee
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Diagram 13.4. Oszacowanie wykladnika 3, dla |a(n)| ~ d,n P dane jako 3, :=
log a(Q) — log a(P)]/[log P —log Q] w funkcji 8,, gdzie p(n) = a,0p(B) - |n| =P, P = 295,
@ = 300.

5 T T T T T
4t L :
3t .f :
.
Q ‘\“ . =
o) \\“‘ ,Bi: 6BP—OB§
‘\‘\ I ¥ a” = e
5 L A o 8=0.7 —o— |
e 5.=05 o
8=0.3 v
8q=0.1 o
*‘," % 6(1:_0'1 R e
1t Iy 8q=-0.3 v
8o=-0.5 s
S /\;//,«/g, 50=-0.7 o
e 8y=-0.8 =
0 P 1 1 1
0 1 15 2 3 4 5
Ba

Diagram 13.5. Oszacowanie wyktadnika (8, dla |p(n)] ~ d,n % dane jako (3, :=
[log p(Q) —log p(P)]/[log P—log Q] w funkcji 3,, gdzie a(n) = 6,n P, P = 295, Q = 300.
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Przejdzmy teraz do przyktadéow proceséw niefinitarnych.

Przyktad 13.5. (procesy ARIMA) Proces Xz nazywamy procesem ARIMA(p,d, q)
(autoregressive integrated moving-average), jezeli istnieje standardowy bialy szum Zz, taki,
zen(B)(1 — B)'X,, = 60(B)Z, dlan(z):=1—=>7_mkz*, 0(z) :==1=>9_ 62" i (1 —
B) :=3>"2 (z)(—B)k. Hosking (1981) wykazal, ze dlap =q=01id € (—1/2,0)U(0,1/2)
zachodzq zwiqzki

[1X0]* = (—=2d)!/(=d)!, (13.7)

o(n) = ( d)! (;'J(rdd —1;') | (138)
(k—d—1)(n—d—k)

Ok = — ( ) D= (13.9)

a(n) = d — (13.10)

gdzie 2! :=T(2 4+ 1).
Dla d ¢ Z procesy ARIMA nazywane sg rowniez procesami FARIMA.

W istocie proces X7z o czeSciowej autokorelacji danej przez réwnosé (13.10) istnieje
dla kazdego d € (—o0,0)U (0, 1/2). Dla wszystkich tych proceséw wzory (13.9) i (13.8) sa
rozwigzaniem réwnan Durbina-Levinsona dla ¢, 1 Yule’a-Walkera Y " | ¢%.p(n—i) = p(n)
dla p(n). Dow6d wynika z zastosowania reguly gérnej negacji () = (—1)’“(’“_;_1) i wzoru
Cauchy’ego > 7, (2) (nfk) = (r+5) dla n,k € Z, r,s € R (Graham et al., 1994, rozdziat
5, tabela 202).

Procesy ARIMA(0, d, 0) sa niefinitarne dla wszystkich d € (—o0,0)U(0,1/2). Z drugiej
strony z réwnosci lim,, o, p(n)/n~124 = (=d)!/(d—1)! dla (13.8) (Hosking, 1981) wynika,
ze procesy te wykazuja zalezno$¢ dalekiego zasiegu dla 0 < d < 1/2, za$ nie wykazuja jej
dla d < 0. Réwnowaznie procesy ARIMA (0, d, 0) nie wykazuja zaleznosci dalekiego zasiegu
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja czesciowej autokorelacji jest asymptotycznie ujemna.
Prawidtowos¢ ta byta wzmiankowana wczesniej i powtérzy sie w nastepnych przyktadach.
Warto zauwazy¢, ze dla d < 0 mamy takze > .- _ p(k) = 0, co sugeruje hipotetyczne
uogélnienie wzoru (11.36).

Diagram 13.6 przedstawia amplitude (—d)!/(d — 1)! asymptotycznego zaniku p(n) ~
n??=1 dla procesu ARIMA(0, d,0). Zwréémy uwage, ze proces ARIMA(0, d, 0) wykazujacy
asymptotyczny potegowy zanik funkcji autokorelacji jest niefinitarny réwniez dla tych d,
dla ktérych autokorelacje $cigle réwne p(n) = [(—=d)!/(d — 1)!] n=1+?¢ odpowiadaja proce-
som finitarnym na mocy twierdzenia 12.2.

Asymptotyke |a(n)| ~ |d|/n dla d € (=1/2,0) U (0,1/2) wykazuja takze procesy

ARIMA(p,d, q) dla p,q # 0 (Inoue i Kasahara, 2004).
Przyklad 13.6. (utamkowy szum gaussowski) Ulamkowy ruch Browna o parametrze
H € (0,1) to proces Yy o kowariancji Cov(Y,,; Y,) = 0—22 (m* — |m — n|* + 7). Pod-
stawienie X,, ==Y, — Y,_1 okresla pewien proces stacjonarny Xyz. Proces Xz nazywa sie
utamkowym szumem gaussowskim (fractional Gaussian noise). Jezeli H = %, to zmien-
ne X; sq niezalezne, a Yy redukuje sie do zwyklego ruchu Browna. W ogolno$ci funkcja
autokorelacyi dla Xz wynost

1
p(k) = Corr( X, Xp) = 3 (Jk — 127 = 2|k + [k + 117 . (13.11)

Mamy limy_.o0 p(k)/k=2"" = 2H(H — 3) (Beran, 1994). Dla H € (3, 1) ulamkowy szum

gaussowski wykazuje zaleznosé dalekiego zasiegu, za$ nie wykazuge jej dla H € (0, %)



117
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Diagram 13.6. Wykres parametréw funkcji p(n) = dn|=%. Dla |§] < du(B) =
(6 —1)/(20) funkcja p jest nieujemnie okreslona (czyli jest funkcja autokorelacji pew-
nego procesu). Dla |§] < dg(3) := 27278(3 — 1)/(28 — 1), proces o autokorelacji p jest
finitarny (twierdzenie 12.2). Wartos¢ 0p(5) := (—d)!/(d —1)! dla 2d — 1 = —( odpowiada
asymptotycznej réwnosci p(n) = [(—d)!/(d — 1)!] n=1+%¢ dla procesu ARIMA(0,d, 0).

0_2

W zasadzie we wzorze Cov(Y,,;Y,) = & (m* — |m — n|*" 4+ n?) mozemy tez polozy¢
H =01lub H=1. Dla H =0 otrzymujemy X, =0, zas dla H =1 mamy X, ., = X,,.
Zwartego przedstawienia funkcji czesciowej autokorelacji dla utamkowego szumu gaus-
sowskiego nie znamy. Rozwiazanie numeryczne rekursji Durbina-Levinsona (diagramy 13.7
i 13.8) sugeruje, ze zachodzi
Jim a(k)/k~'=H - 1. (13.12)

Oznaczaloby to, ze utamkowe szumy gaussowskie dla H € (0,1) U (3,1) sa procesami

niefinitarnymi. Podobnie jak procesy ARIMA(0, d,0), utamkowe szumy gaussowskie nie
wykazujg zaleznosci dalekiego zasiegu wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja czeSciowej auto-
korelacji jest asymptotycznie ujemna.

Wtasnosci asymptotyczne utamkowego szumu gaussowskiego sa dos¢ podobne do wta-
snosci procesu ARIMA(0,d,0) od=H — 5 € (=1,0)U (0, 1). Dla obydwu proceséw

1 k
Power p = lim %()

— ; -1
ek 1+ 2]}1_{210&(1{:)/]{: . (13.13)

Wzoér ten nie jest prawdziwy w przypdaku ogélnym. Zauwazmy, ze Power p < 0 zachodzi
dla wszystkich procesow, dla ktérych Power p jest okreslone. Zatem wzoér (13.13) nie moze
by¢ spetiony, gdy limy_ o a(k)/k™1 > 1/2. W szczegélnosei dla proceséw wymienialnych
(przyklad 13.8) réznych od bialego szumu zachodzi limy . a(k)/k~' = 1, natomiast
Powerp=0# —1+2=1.
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Procesy ARIMA sg przykladem proceséw niekwazifinitarnych i niefinitarnych, ktoére
sa czysto niedeterministyczne, a zatem ergodyczne. Dla procesow ARIMA(p, d, q) obser-
wujemy asymptotyke |a(n)| ~ |d|/n, a zatem entropie nadwyzkowe rzedu n wynosza
Ex(n) = =7 ,(k — 1)A%H(k) ~ const; +|d|? logn.

Rozbieznosé¢ entropii nadwyzkowych skonczonego rzedu dla procesow ARIMA jest dosé
powolna. Istniejg jednakze czysto niedeterministyczne, ergodyczne i kwazifinitarne proce-
sy niefinitarne, dla ktérych podsumy Ey(n) rosng w przyblizeniu jak funkcje potegowe.
Przyktad 13.7. (niefinitarne procesy kwazifinitarne) Niech proces Xz bedzie pro-
cesem o funkcji czesSciowej autokorelacyi

a(n) = {O’ nie g N, (13.14)

an~"/1, npl1eN,

gdzieq € N, r € (1,(¢+1)/2], |a|] < 1.

Dla tak zdefiniowanego procesu zachodzi Y ;- |a(k)| = |a] > °_,m ™" < oo nato-
miast > oo, kla(k)]? = |a*> -, m?* = co. Entropie nadwyzkowe rzedu n wynosza
Ex(n) = =30 ,(k — 1)A?H(k) = const; + consty Lnl/quHer, gdzie Lnl/quHer <

n'=1/4, Pominawszy skokowo$é wzrostu Ex(n), mozemy tak dobra¢ parametry ¢ i r, aby
dla skonczonego podzbioru argumentéw funkcja Ex (n) rosta prawie liniowo.

Na koniec przedstawmy dwa przykitady proceséw niefinitarnych, ktore nie sg czysto
niedeterministyczne.

Przyklad 13.8. (procesy wymienialne) Proces Xz nazywamy procesem wymienial-
nym (exchangeable/interchangeable process), gdy zmienne X;, x ... x X;, i@ X;, X ... x X,
majq identyczny rozktad prawdopodobienstwa dla dowolnych iy,, jm ik (Chow i Teicher,
1978; Haag, 1928). Z definicji wszystkie procesy wymienialne sq stacjonarne. Gaussowskie
procesy wymienialne majqg funkcje autokorelacji postaci

p(n) = {; Z ; 8: (13.15)

ktora jest mieujemnie okreslona dla 0 < p < 1.

Proces wymienialny ma rozktad Wolda X, = || Xo||v/1T—pZ,;> + || Xo|| /P V, gdzie
V' jest standardowg zmienng niezalezng od standardowego biatego szumu 2, .

Latwo sprawdzi¢, ze dla procesu wymienialnego jedynym rozwigzaniem uktadu rownan
Yule’a-Walkera Y7 ¢*.p(k —i) = p(k) dla k € {1,...,n} jest wektor stalych wspotczyn-
nikéw ¢,; = p/[(n — D)p + 1], i € {1,...,n}. Stad wynika wzér na funkcje czesciowej
autokorelacji,

p

a(n) = gpy = m

(13.16)

Dla p # 0 procesy wymienialne sg niedeterministyczne, lecz nie sa czysto determini-
styczne. Sa zatem niefinitarne na mocy twierdzenia 10.4. Niefinitarnos¢ procesow wymie-
nialnych mozna wywnioskowaé takze z jawnej postaci autokorelacji czesciowej (13.16).

Przyklad 13.9. (procesy o stalej czeSciowej autokorelacji) Niech proces Xz bedzie
procesem o czesciowe] autokorelacyi a(k) = a dla wszystkich k € N i a € (—1,1).
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Tak zdefiniowany proces jest deterministyczny. Automatyczne obliczenia symboliczne
dla k € {0, ..., 12} zwracaja p(k + 1) = a — (1 — a)wy(—a?), gdzie wy(z) jest wielomianem
k-tego stopnia, wy(z) = 0 1 wi(z) = Zle wyx® dla k > 0. Dla kilku pierwszych k& mamy

Wi 7
1 2 3 4 ) 6

k: 1 1

2 2 2

3 3 7 5

4 4 16 26 14

) 5 30 83 98 42

6 6 50 202 398 372 132 .

Zakladajac, ze p(k+1) = a—(1—a)wi(—a?) zachodzi dla wszystkich k € N, i spogladajac
na diagramy 13.10 i 13.11, sktaniamy sie do przypuszczenia, ze (i) 0 < —wi(—a?) <
la| zachodzi dla wszystkich & € N i |a| < 1 oraz (ii) limg_ p(k) = 0 zachodzi dla
—1 < a < 0. Oba te przypuszczenia implikuja limg o wp(—a?) = —|a|/(1 + |a|) dla
la| < 1. Stad limy_ p(k) = 2a/(1 + a) dla 0 < a < 1. Oprécz tego mielibysmy p(k) >
a=ak)dala <1ipk) < -—ada-—-1<a<0. W rezultacie potrdjna informacja
wzajemna [(X7; Xy; Xog_1) = I(Xy; Xg) — 1(X1; Xi|Xox—1) dla procesu gaussowskiego
bylaby dodatnia dla a(k) > 0 za$ ujemna dla a(k) < 0. Co wiecej wydaje sie, ze dla
ujemnej czesciowej autokorelacji modul funkeji autokorelacji |p(k)| jest ograniczony przez
k1% a zatem sumowalny (diagram 13.9).

Podsumowujac rozdzial, poczynmy pewna ogolniejsza uwage. Rozwijana dotychczas
teoria silnej zaleznosci koncentruje sie procesach o niesumowalnej autokorelacji i dodat-
niej niesumowalnej czedciowej autokorelacji. Niektore przyktady wskazane w niniejszym
rozdziale sugeruja, ze dla ujemnej i bezwzglednie niesumowalnej funkcji czesciowej auto-
korelacji o funkcja autokorelacji p prawdopodobnie zanika szybciej niz «. Jak wskazuje
przyktad proceséow ARIMA(0,d,0), d < 0, funkcja autokorelacji w tym przypadku nie
musi by¢ niesumowalna. Tego typu procesy gaussowskie na korelogramie wygladaja na
stabo zalezne, natomiast w rzeczywistosci moga by¢ bliskie determinizmowi. Sadzimy, ze
takie procesy warto bytoby zbadaé¢ doktadnie;j.
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Diagram 13.7. Wykres dwoch funkcji autokorelacji dla utamkowych szuméw gaussow-
skich.
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Diagram 13.8. Wartos¢ 300a(300) jako oszacowanie granicy limy, .., a(k)/k™" dla utam-

kowego szumu gaussowskiego.
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Diagram 13.9. Wykresy autokorelacji dla procesu o czesciowej autokorelacji a(k) = a.
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Diagram 13.10. Wykresy —wy(—a?) dla k € {0, ..., 6}.
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Diagram 13.11. Wykresy p(k + 1) = a — (1 — a)wy(—a?) dla k € {0, ...,6}.



Z.akonczenie

W niniejszej pracy omowilismy kilka jakosciowo réznych zwigzkow pomiedzy asymp-

totyka entropii nadwyzkowej skoniczonego rzedu a niektérymi innymi wtasnosciami pro-
cesow stacjonarnych. Kilkakrotnie wspominaliSmy o problemach wartych dalszych badan.
Tytutem zakonczenia spiszmy zbiorczg liste naszych pytan:

1.

-

10.
11.

12.

13.

Jakie sa warunki konieczne istnienia warunkowej miary produktowej oraz addytywno-
Sci (1.17) dla teoriomiarowej warunkowej informacji wzajemnej? Czy nieréwnosé (1.41)
mozna uogolni¢ na przypadek dowolnych o-ciat?

Jaka jest przestrzen osiggalnych wartosci entropii blokowej dla stacjonarnych proceséw
dyskretnych o nieskonczonym i skoniczonym zbiorze wartosci?

Jak definiowa¢ procesy nieprzeliczalnego opisu o wartosciach binarnych?

Czy istniejg ergodyczne procesy niefinitarne o wartosciach binarnych?

Czy istniejg binarne procesy niefinitarne o potegowo rosnacych entropiach nadwyzko-
wych skonczonego rzedu? (Istnienie takich proceséw sugeruja posrednio wyniki ekspe-
rymentéw dotyczacych kodowania tekstu w jezyku naturalnym, zob. rozdzial 6.)
Jakie sa zwiazki pomiedzy nadwyzkowsa diugos¢ kodu a innymi parametrami kodow
uniwersalnych? (Debowski, 2005)

Czy istnieje kod uniwersalny, ktorego nadwyzkowa dlugos¢ lub inne parametry moga
stuzy¢ do szacowania wartosci entropii nadwyzkowej skonczonego rzedu nie tylko od
gory, ale i od dotu?

W jakich przypadkach przeliterowanie procesu o nieskoniczonej liczbie wartosci na pro-
ces o skonczonej liczbie wartosci zachowuje wartosé entropii nadwyzkowej? Co dzieje
sie wowczas z entropiami nadwyzkowymi skonczonego rzedu?

W jakich przypadkach mozna zdefiniowaé segmentacje procesu o skonczonej liczbie
warto$ci na proces o nieskonczonej liczbie wartosci?

W jakich przypadkach przeliterowanie jest operacja odwrotna do segmentacji?

Czy w terminach asymptotyki funkcji autokorelacji czesciowej mozna tatwo wyrazié
warunki konieczne istnienia przedstawien AR(oco) oraz MA(oc0)?

Jak szeroka jest klasa proceséw gaussowskich o wolno zanikajacej funkcji czesciowej
autokorelacji i szybko zanikajacej funkcji autokorelacji? Jakie inne wtasnosci tgcza
takie procesy?

Czy istnieje analogon funkcji autokorelacji czesciowej i wyrazenia przez nig entropii
nadwyzkowej dla procesow Xg z czasem rzeczywistym? Czy istnieje zwiazek pomiedzy
hipotetycznym analogonem PACF a pojeciem bezposredniej funkeji korelacji (direct
correlation function) dyskutowanym w mechanice statystycznej? (Debowski, 1999)






Dodatek A
Podstawy probabilistyczne

W rozdziale 1 dyskutujemy teoriomiarowe definicje poje¢ warunkowej entropii i wa-
runkowej informacji wzajemnej. Z tego wzgledu w niniejszym dodatku przedstawiamy
pewne podstawowe idee dotyczace teoriomiarowego rachunku prawdopodobienstwa (zob.
Billingsley, 1979, wydanie polskie — Billingsley, 1987). Do wielu wynikéw odwotujemy
sie takze w innych czesciach pracy.

A.1. Miary prawdopodobienstwa i procesy stochastyczne

Ustalmy pewien zbior 2, ktory nazwiemy przestrzenia zdarzen. Elementy w € 2 nazy-
wa¢é bedziemy zdarzeniami elementarnymi. Zbiory A C ) nazwiemy zdarzeniami. Zbiory
J C 2 nazywaé bedziemy klasami (zdarzen lub zbioréw).

Definicja A.1. (r-uktad, ciato, o-ciato) Dla klasy J C 2 okreslmy warunki:

(i) A, B € J implikuje ANB € J,

(1) Qe J,

(iii) A € J implikuje A° € J, gdzie A°:=Q\ A,

(iv) Ay, Ay, As, ... € T implikuje (), cn An € T
Jezeli spetniony jest warunek (i), to J nazywa sie m-uktadem. Jezeli spetnione sq warunki
(i)-(iii), to J nazywa sie cialem. Jezeli spetnione sq warunki (i)-(iv), to J nazywa sie
o-ciatem.
Jezeli J jest o-ciatem, to pare (2, J) nazywa sie przestrzenig mierzalna. Symbol o(.A)
oznacza o-cialo generowane przez zbiér A, czyli przeciecie wszystkich o-ciat J C 2%
takich, ze A C J. Klasa o(A) zalezy od wyboru Q. Jezeli {2 nie jest jednoznaczne, to
zamiast o(A) piszemy oq(A). Najmniejszym o-ciatem jest {(), Q}.
Definicja A.2. (miara) Dla ciala J i funkcji p: J — RU{—o00,00} okreslmy warunksi:

(i) W(AUB) = pu(A) + u(B) dla AU B € J i roztgcznych A, B € J,

(it) 1 (Upen An) = 3 nen (An) dla U, ey An € T i roztgeznych Ay, Ao, As, ... € T,

(7ii) |u(A)| < oo dla A€ T,

(iv) p(A) >0 dla A€ J,

(v) Q= U, en An, gdzie p(A,) < oo,

(vi) () = 1.
Funkcje p spetniajgcg warunek (i) nazywaé bedziemy addytywng miarg znakowana, przy
czym stosuje sie dodatkowe okreslenia w zaleinosci od tego, ktdre z warunkéw (ii)—(vii) sq
spetnione:

o Okreslenie “addytywna” zastepuje sie przez “o-addytywna”, jezeli zachodzi (ii).

e Okreslenie “znakowana” zastepuje sie przez: “rzeczywista”, jezeli zachodzi (1ii); “nie-

ujemna”, jezeli zachodzi (iv); “o-skonczona”, jezeli zachodzi (iv)—(v); “skonczona”,
jezeli zachodzi (iii)—(iv); “prawdopodobienistwa”, jezeli zachodzi (1ii)—(vi).
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Po dokonaniu wyzej wymienionych zastgpien, okreslenia “o-addytywna” i “nieujemna”
zwyczajowo sie opuszcza. (Gdy méwimy po prostu, ze p jest miarg prawdopodobienstwa,
rozumiemy, Ze u spetnia wszystkie warunki (i)—(vi).)

Przestrzenia probabilistyczna nazywamy tréjke (Q, 7, P), gdzie (€2, J) jest przestrzenia
mierzalng zas P jest miarg prawdopodobienstwa na 7.

Elementarny rachunek prawdopodobienstwa koncentruje si¢ na wtasnosciach miary
prawdopodobienstwa P okreslonej na pewnym skonczonym ciele J. W tym przypad-
ku o-addytywnos¢ P sprowadza si¢ do addytywnosci. Rozréznienie addytywnosci i
o-addytywnoéci pojawia sie dla ciat nieskonczonych. Niech J C 2V bedzie klasa zbioréw
A takich, ze okredlone jest P(A) := lim, ..on > ;_, [k € A]. (P(A) jest nieokreslone
np. dla A = {n EN:3% <n <3+ k¢ N}) Funkcja P jest miarg addytywna na 7,
ale nie spelnia intuicyjnej réwnosci dla zdarzenia pewnego P(N) = 1 = > P({n}).
Rownosé ta jest spelniona wszakze przy zatozeniu, ze P jest miara o-addytywna, wiec
i tego ostatniego oczekujemy od rozsadnej miary prawdopodobienstwa.

7 definicji nie wymagamy od miar prawdopodobienstwa nieprzeliczalnej addytywnosci.
Dla nieprzeliczalnego (2 istnieja miary P takie, ze P(§2) = 1 natomiast P({w}) = 0 dla
kazdego w € ) (miary takie nazywa sie bezatomowymi, a waznym przykladem miary
bezatomowej jest miara Lebesgue’a). Zwroéémy uwage, ze warunek P(Q2) = > o P({w})
implikuje, ze P({w}) > 0 zachodzi tylko dla przeliczalnie wielu w. Dowolng nieprzeliczal-
nie addytywna miare prawdopodobienstwa mozemy zatem obcia¢ do przestrzeni zdarzen,
ktora jest przeliczalna.

Wtasnosé¢ o-addytywnosci przydaje si¢ do rozwigzania jeszcze jednej kwestii. Jezeli J
nie jest o-cialem, to istniejg takie zdarzenia U nie nalezace do J, ze U = |, oy An, gdzie
A; € J sa roztaczne. Ad hoc mozemy prébowaé dodefiniowad P(U) = > P(Ay).
Mocnym rezultatem jest ponizsze twierdzenie, wedtug ktorego w niektorych przypadkach
funkcje P mozna rozszerzy¢ do miary na pewnym o-ciele zawierajacym J jednoznacznie
i bez ztamania o-addytywnosci.

Niech P|p oznacza funkcje P obcieta do klasy P.

Twierdzenie A.3. (o rozszerzeniu)

(i) Niech P bedzie pewnym mw-ukladem. Jezeli Py i Py sq miarami prawdopodobienstwa
na o(P) i spetniajq Pi|p = Pa|p, to P, = Ps.

(ii) Niech P bedzie miarg prawdopodobienstwa na ciele Jy. Dla kazdego A € 2% okreslmy
P*(A) = inf) P(A,), gdzie kres dolny liczony jest wzgledem wszystkich ciggow
Ay, Ay, Az, .o € Ty spetniajocych A C U, ey An- Niech Mp bedzie klasq wszystkich
zbioréw A takich, ze P*(ANE)+ P*(A°NE) = P*(E) dla kaidego E € 2. Zachodzq
nastepujgce fakty:

a) Klasa Mp jest o-ciatem, przy czym Mp D o(J).

b) Funkcja P*|m, jest miarg prawdopodobieristwa, przy czym P*|z = P.

c) Przestrzen (Q, Mp, P*|pm,) jest zupelna, tzn. warunki B € Mp, A C B oraz

P*(B) = 0 implikujg A € Mp.

NB. Powyzsze twierdzenie wystepuje w literaturze w kilku wariantach (zob. Billingsley,
1979, sekcje 2 i 3). Jednym z wariantéw punktu (i) jest twierdzenie o m-A-ukladach
(Billingsley, 1979, sekcja 2).

W ogblnoéci nie musi zachodzié réwnoéé Mp = 2% Dla Q = (0,1] i bezatomowej
miary prawdopodobiefistwa P takiej jak np. miara Lebesgue’a istniejg takie A € 29, ze
wartosé rozszerzenia P(A) nie daje sie jednoznacznie okresli¢ (Billingsley, 1979, sekcja 3).
7 tego powodu interesujgca nas w nastepnej kolejnosci definicja zmiennej losowej wymaga
pewnej ostroznoéci sformutowania.
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Dla funkcji f : U — U’, zbioru A C U i dowolnego zbioru A’ okredlmy f(A) :=
{f(x):z e A}, f7YA) :={z: f(z) € A'}. Dla klas zbioréw J, J' okredlmy tez f(J) :=
{f(A): Ae T} fFUT) ={f"1(A): A €T}

Definicja A.4. (funkcja mierzalna) Dla pary przestrzeni mierzalnych (0, 7) i (2, J")
méwimy, ze funkcja f : U — U’ jest mierzalna J/J', jezeli f~Y(J') C J. Funkcje
g : Q — Q nazywad bedziemy bijektywnie mierzalng J/J', jezeli g jest bijekcjg mierzalng
T T, zas g7t QU — Q jest mierzalna J')J .

Istnienie cho¢ jednej funkcji ¢ bijektywnie mierzalnej 7 /J" implikuje izomorficznosé prze-
strzeni mierzalnych (Q, 7)1 (€, J’) wzgledem algebry Boole’a podzbioréw, tzn. zachodzi
rownowaznoéé A’ € J'ANA =g Y A) <= Ae T NA =g(A), zas dla A; € J mamy
g(N: Ai) =N, 9(A) 1 Q\ A =\ g(A;). Izomorfizm ten bedziemy nazywaé po prostu
izomorfizmem przestrzeni mierzalnych.

Obcigcie o-ciata G do zbioru U okreslamy jako

Gl ={ANU:A€G}. (A1)

Zauwazmy, ze funkcja f : U — U’ jest mierzalna J/J' wtedy i tylko wtedy, gdy jest
mierzalna J/J" dla J" := J'|fw). W przypadku tak mierzalnego f operowanie kla-
sa J" jest niekiedy wygodniejsze niz operowanie J', gdyz (f(U), J") jest przestrzenia
mierzalng izomorficzna z (U, f~1(J")). W izomorfizmie tym role odwzorowania g pelni
odwzorowanie f, ktére aplikowane do zbioréw z klasy f~1(J") jest bijekcja.

Definicja A.5. (zmienna losowa) Zmienng losowg na (S, J, P) nazywa sie dowolng

funkcje X : Q — A(X) mierzalng J/6(X), gdzie (X (Q2),5(X)) jest pewng przestrzeniq

mierzalng. Zbior A(X) nazywany jest alfabetem zmiennej X, X(Q) C A(X) nazywane

jest zbiorem wartosci zmiennej X, 6(X) nazywane jest o-cialem obrazéw zmiennej X,

za$ o(X) := X 1(6(X)) C J nazywane jest o-cialem generowanym przez zmienng X .

Uwaga 1. Posta¢ (X ) nie wynika jednoznacznie z postaci funkcji X. Aby nie operowaé

jawnie parami (X, (X)), przyjmujemy, ze (X ) jest funkcja obiektu X rozumianego jako

funktor. Nie zaktadamy tez, ze dla kazdego w € Q musi zachodzi¢ {X (w)} € 6(X).

Uwaga 2. Ogoélny obiekt, ktory nazywamy zmienna losowa, bywa niekiedy dla wiekszej

wyrazistosci nazywany obiektem losowym (Kingman, 2002), gdyz pojecie zmiennej losowej

X czesto implicite rezerwuje sie na przypadek X () bedacego podzbiorem liczb.

Za powyzsza definicja kryje sie prosta idea, ze dla kazdego podzbioru A € 7(X) prawdo-

podobienstwo P(X € A) :== P(X~1(A)) jest dobrze okreslone. Klasa o(X) = X~1(5(X))

jest z kolei izomorficzna z o-cialem &(X).

Uwaga A.6. Wedlug konwencji probabilistycznej (¢) to zdarzenie {w € Q0 : ¢(w)} dla for-

my zdaniowej ¢ : Q — {T,F} (nazywanej zdaniem losowym). Przeciecia zdarzen tego

typu zapisujemy zastepujac znak N przecinkiem, (¢1) N (¢2) = (1, ¢2). Cigg zmiennych

(stowo) X, ..., Xy zapisujemy jako (X, ..., Xy) lub X1.x — zgodnie z konwencjq informa-

tyczng. Oznaczenie operacyi konkatenacyi utozsamiamy z oznaczeniem iloczynu kartezjan-

skiego: (X1, ..., X)X (Xka1, -, Xp) = (X1, ..., Xj). Dlugosé stowa w oznaczamy lenw, gdzie
lenw =k dla w = ay = (ay, ..., ar). Zatem napisy (Xiienw = w), (X1, ..., Xx) = w) oraz

(X1 =ay,..., Xy = ax) oznaczajg to samo zdarzenie.

W szczegdlnosci wyrdzniamy nastepujace typy zmiennych:

(i) Dyskretna zmienng losowa X nazywamy zmienna taka, ze A(X) jest przeliczalny
(card A(X) < W), za$ a(X) = o({{z} :2 € X(Q)}). Alfabet A(X) nie musi by¢
podzbiorem liczb. Zmienng dyskretna o skonczonej liczbie wartodci nazywa sie zmienna
prosta.
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(ii) Rzeczywista zmienng losowg Y nazywamy zmienng taka, ze A(Y) = R, Y(Q2) € R,
zas 7(Y) = Rly) C R, gdzie

R:=c{{z:2<rzeR}:reR} (A.2)

jest o-cialem borelowskim na R.

(iii) Zmienng wielowymiarowa X = (Xi, ..., Xx) definiujemy jako ciag dyskretnych lub
rzeczywistych zmiennych X; na tej samej przestrzeni probabilistycznej, zas 6(Xi.x) =
o(a(X1) x ... x d(Xy)).

Zauwazmy, ze w mysl powyzszych definicji dowolna zmienna rzeczywista Y o przeliczal-

nym zbiorze wartosci Y (Q2) jest zmienna dyskretna. Przy obydwu interpretacjach otrzy-

mujemy doktadnie to samo o-cialo obrazéw i o-cialo generowane.

Dla zmiennych dyskretnych Xi, ..., X} dowolna funkcja f(Xq,..., Xx) jest takze dys-
kretng zmienng losowa na tej samej przestrzeni (€2, 7, P). Dowolna funkcja rzeczywista
g(Y1, ..., Y}) rzeczywistych zmiennych losowych Y, ..., Yy nie musi by¢ rzeczywista zmienna
losowa na tej samej przestrzeni, gdyz zdarzenia g(Y7, ..., Yx) < r, r € R, moga nie naleze¢
do ciala J. Jednakze zdarzenia ¢(Yi,...,Yx) < r sa elementami 7, jezeli istnieje takie
pokrycie dziedziny funkcji g rodzing zbioréw {A,}, .y, Ai € T, ze gla, (g obcigta do
dziedziny A,,) jest ciagla dla kazdego n € N (Billingsley, 1979, sekcja 13).

Procesem stochastycznym nazywa si¢ dowolng kolekcje zmiennych losowych, ktora
mozna uzna¢ za pojedyncza zmienng losowa w mys$l definicji A.5. W tym celu nalezy
zdefiniowaé odpowiednie o-ciato obrazéw. Tak jak dla zmiennej wielowymiarowej (skon-
czonej kolekcji) chcemy by o-ciato generowane przez proces bylo réwne najmniejszemu
o-cialu zawierajacemu o-ciata generowane przez poszczegdlne zmienne procesu. Niech T
bedzie dowolnym zbiorem. Przez (z;);er bedziemy rozumieé¢ funkcje taka, ze xp(s) = x
dla s € T i xy := (x;)ser. Dla zmiennych losowych X, funkcji Xt = (X;)ser oraz zbioréw
A€ a(X;), s €T, definiujemy cylindry oraz klase cylindrow

eyll(A) == {ar 2, € X, (Q),r € T,z, € A}, (A.3)
Cyll(X,) = {Cyllr(A) tAeq(X,)}.

Notacja cyl jest troche niejednoznaczna, gdyz oznaczony nig obiekt zalezy implicite od
X, (). Sadzimy jednak, ze lepiej nie komplikowaé¢ notacji i zdaé sie na czytelnika, ktéry
domysli sie wtasciwych X,.(€2) z kontekstu.

Korzystajac z definicji klasy cylindréw Cyl®, okreslmy o-ciato obrazéw dla procesu.

Definicja A.7. (proces stochastyczny) Procesem stochastycznym Xt = (Xi)ier na-
zywamy kolekcje zmiennych losowych X; indeksowanych pewnymi wartosciami t € T i
okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Definiujemy o-ciato obrazéow jako
7(Xr) = 0 (Uper Oyl (X2)).-
Zbior T w powyzszej definicji moze by¢ dowolnym zbiorem, np. nieprzeliczalnym. W mysl
definicji A.5 proces stochastyczny jest takze zmienng losowa, przy czym X . ,) =
(X1, Xo, ..., X;,). Mamy tez o(Xr) = o (UteT O'(Xt)). Wygodnie tez jest uogélni¢ pojecie
cylindra i klasy cylindréw jako

cylt (A) == {ar : z, € X, (Q),r € T,zp € A}, (A.5)
Cylp (X)) := {cyl%,(A) cAed(Xp)}, (A.6)

gdzie T’ jest dowolnym zbiorem indekséw.
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Uwaga A.8. Dla zbioru liczb calkowitych Z, oprocz Xz = (Xi)iez oraz Xp, =
(Xi)m<i<n = (X, Xont1, -, Xy) wprowadzamy oznaczenia X_oo, = (Xi)i<kiez =
(cooy Xim1, X)) 0102 Xpooo = (Xi)izkicz = (X, Xppt1, ).

Dla procesu X7 definiujemy takze o-ciata ogonowe

o™ =) o(X_oer), 53 = Xz(05>), (A7)
keZ

0% =) 0(Xkoo), 5% = Xz(0). (A.8)
keZ

Klasy te sa niepuste. Przyktadowo (liminf, . [X, = f.]) € 0%.
Szczegodlnym przypadkiem procesow stochastycznych sa miary losowe.

Definicja A.9. (miara losowa) Miarg losowg M na o-ciele F nazywa sie funkcje takq,
ze M(A) dla A € F sq rzeczywistymi zmiennymi losowymi, zas dla kazdego w € € funk-
cja M(-)(w) : F — R jest miarg. Pominqwszy specjalng konwencje notacyjng M(-)(+),
miare losowg M traktujemy jako proces stochastyczny M = (M(A))acr, ktéremu przy-
pisujemy standardowe o-ciato obrazéw 6(M) = 6((M(A))acr) = 0 (U ser CyIL(M(A)))
(Kallenberg, 1997, strona 83).

A.2. Definiowanie miar przez rozklady

Zdarzenia elementarne w € 2 mozna interpretowaé jako kolekcje w = (x;)er wartosci
pewnych wyréznionych zmiennych losowych X; okreslonych na (2, 7, P) i spelniajacych
Xi(w) := x;. Interesujace jest pytanie, czy miare P mozna okresli¢ jednoznacznie za pomo-
ca prawdopodobienstw tylko niektorych zdarzen postaci P(Xy, € Ay, ..., Xy, € Ay, ). Do-
wolna zmienna dyskretna moze by¢ wzajemnie jednoznacznie reprezentowana jako pewna
zmienna rzeczywista (wartosci dyskretne reprezentujemy jako liczby naturalne), a zatem
w stosunkowo ogblnym przypadku mozemy zatozyé, ze dla Q 3 w = (x;)er wspdlrzedne x;
sq liczbami rzeczywistymi, co oznaczamy jako € = RT. Najpierw rozpatrzmy przypadek
T = {1,...,k}, czyli Q = RI-* = R* Niech R* oznacza iloczyn kartezjaniski o-ciat
zgodnie ze wzorem (A.24).

Prostokatem w R* nazywamy zbior A,;, = {x = (z1,...,2) : a; < z; < b}, gdzie a =
(a1, ...,ax), b= (b1, ..., b), b > a;. Zbiér jego wierzchotkéow to

Vap ={x = (21, ..., 2x) : & = a; lub x; = b;}.

Kazdemu wierzchotkowi & przypisujemy znak sgn®® z = [[5_, sgn®’ z;, gdzie sgn®’ b; = 1
za$ sgn?’ a; = —1. Niech A, F = > ey, sen®lx - F(x).

Twierdzenie A.10. (Billingsley, 1979, sekcja 12) Jezeli funkcja F : R¥ — R spetnia
(i) AapF >0 dla kazdego prostokgta Aap,
(i) lim F(z™) = F(z) dla kazdego x = (x1, ..., xy) oraz ™ = (z14+1/n, ..., xp+1/n),

to istnieje doktadnie jedna o-skoviczona miara p na o(R¥) spetniajaca p(Aup) = AupF.
Oduwrotnie, jezeli i jest miarg skonczong na o(RE), to

F(x) = p({y = W1, uk) - yi < i})

spetnia (Aqp) = Ao pF oraz warunki (i) i (ii).
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Warunek (i) zapewnia nieujemnosé i addytywnosé p. Dla k > 1 aby spetnié (i) nie wystar-
czy, by F(z) byta niemalejaca wzgledem dowolnej wspotrzednej x;. Warunek (ii) zapewnia
o-addytywnos¢. Korzystajac z drugiej czedci twierdzenia, mozna sprawdzié, czy pewne u
jest miarg.

W istocie miare p na o(R¥) mozna zdefiniowaé jednoznacznie podajac jej wartosci
tylko dla przeliczalnego zbioru zdarzen. Funkcja F' : RF — R spetnia warunki (i) i (ii)
wtedy i tylko wtedy, gdy F(z) = inf,>,, F(q) dla F := Flg : Q¥ — R speliajacego (i)
i (ii), gdzie a,b,z € QF. Funkcja F ma nie tylko przeliczalng dziedzine, ale takze zbior
narzuconych na nig warunkéw postaci (i) i (ii) jest przeliczalny.

Teraz rozpatrzmy dowolne T. Oznaczmy klase uogélnionych cylindréw borelowskich

Ro = {cyliy,. (A : A€ o(R") by, .., t, € T,k e N}. (A.9)

Klasa Ry jest cialem.

Twierdzenie A.11. (o procesie, Billingsley, 1979, sekcja 36) Jezeli dla dowolnych
k € N it; € T istniejqg skoriczone miary py, .., na o(R¥) spelniajace warunki

() Btroty = Pyt © o', gdzie T jest dowolng permutacjq ciggu (1,....k), za$

Gr(Tryy ooy Ty) = (21, .0, T) s

(1) eyt (A) =ty tpter (A XR) dla kazdego A € o(RF),
to istnieje dokladnie jedna skoriczona miara p na o(Rg) taka, Ze u(cylgh___,tk)(A)) =
tiy...tr,(A) dla kaidego A € o(RF).

Odwrotnie, jezeli u jest skoriczong miarg na o(Ry), to pey. 4, (A) == M(cylglwtk)(A))

sq miarami skoticzonymi na o(RF) i spelniajq warunki (i) i (ii).
Dowdd twierdzenia A.11 przy danych g, . ¢, sktada z dwoch czesci. Po pierwsze dowo-
dzi sig, Ze miara u jest jednoznacznie okreglona na ciele Ry i addytywna. W drugim,
trudniejszym, kroku dowodzi si¢, ze miara p jest o-addytywna na Rj. (Jest to wlasnoéé
mocniejsza niz o-addytywnosé na zbiorze uogoélnionych cylindrow Cylg 17---=tk)(A) o ustalo-
nych ¢y, ..., t.) Dopiero wéwczas mozna skorzystaé¢ z twierdzenia A.3, z ktérego wynika,
ze j jest miara na o(R}).

A.3. Kodowanie i mierzalnos¢ funkcji rzeczywistych

Rozwazania teorioinformacyjne wigza sie dos¢ $écisle z tematyks transformacji bijek-
tywnie mierzalnych. W niniejszej pracy interesuja nas szczegdlnie bijektywnie mierzal-
ne transformacje przeliczalnych proceséw o wartodciach rzeczywistych lub dyskretnych.
Przyktadowo twierdzenie 5.1 orzeka, ze niefinitarno$¢ procesu moze by¢ skutkiem istnie-
nia pewnej ciaglej rzeczywistej zmiennej losowej, ktéra jest funkcja zaréwno przesztosci
jak i przysztosci procesu. Jezeli rozwazany proces jest dyskretny, to wygodnie jest moc
reprezentowa¢ owa zmienng rzeczywista jako cigg zmiennych o wartosciach dyskretnych
i vice versa. Najpierw jednak nalezy wykaza¢ bijektywng mierzalnos¢ tejze reprezentacji.

Twierdzenie A.12. Niech (0,7, P) bedzie przestrzeniqg probabilistyczng, zas (Qq,Gy)
i (Q9,Gs) niech bedg przestrzeniami mierzalnymi. Niech f: Qp — Qy, X : Q — O oraz
Y = f(X) : Q — Qy bedg dowolnymi funkcjami (niekoniecznie mierzalnymi). Oznaczmy
Fi= gl‘X(Q); Fo = g2|Y(Q)-
(i) Jezeli [ jest mierzalna G /G, to f|x(qy jest mierzalna Fy/Fy. Jezeli X jest zmienng
losowg 0 6(X) = F1 i f|x) jest mierzalna F1/Fs, to dla 6(Y) := Fy funkcja Y jest
zmienng losowg o o(Y) C o(X).
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(ii) Jezeli f jest bijektywnie mierzalna Gi/Ga, to f|x) jest bijektywnie mierzalna
F1/Fs. Jeieli X jest zmienng losowq o 6(X) := Fi i f|x(q) jest bijektywnie mierzalna
Fi/Fa, to dla 5(Y) := Fy funkcja Y jest zmienng losowg o o(Y) = o(X).

NB. W pkt (i) i (ii) nie wymagamy, aby zachodzito X (Q) € G; 1 Y(Q) € Gs.

Dowéd:
(i) Dla kazdego As € F, istnieje A, € G, takie, ze Ay = A, N f(X(N2)),
() 0 X(9) € R Stad (o)™ () = (flxio) ™ (401 F(X@) = /(441
FXO) N X(Q) = F1 (A N F X)) WX Q) = F-1(47) N X(0) € 7, cavl
[lx() jest mierzalna F;/F;,. Jezeli X jest zmienng losowg o 7(X) := Fi, czyli mie-
rzalna J/Fi, to Y jest mierzalna J/Fs, czyli dla 6(Y) := F, takze jest zmienna
losowa. Mamy (f|x(q)) ' (F2) C Fi, czyli o(Y) = Y H(F) = X Hflx@) ' (F2) C
“H(F1) = o(X).

(ii) Teza wynika z dwukotnego zastosowania pkt. (i).

J7H(A) € Gy
) =

O

Dzieki powyzszemu twierdzeniu mozna sie nie przejmowac tym, ze zbiory wartosci zmien-
nych powigzanych bijekcja réznig sie od maksymalnych dziedzin i przeciwdziedzin dla
danej bijekcji mierzalnej. Rownos¢ o-cial generowanych przez zmienne bedzie zachodzi¢
nawet i w takim przypadku (por. twierdzenie 1.17).

Twierdzenie A.13. Niech (Q,7J) i (V,J') bedg przestrzeniami mierzalnymi, a P —
m-uktadem takim, ze J' = oq/(P'). Funkcja f : Q — Q' jest mierzalna J/J', jezeli
fHPycg.

Dowdd: Para (7, J") := (f~1(), f~1(J")) jest przestrzenia mierzalna, gdzie Q" = Q.
Zbior P" = f~YP’') jest m-ukladem spetiajacym J” = oqn(P") = oq(P"). Z twierdzenia
o m-A-uktadach (Billingsley, 1979, sekcja 2) dla kazdego m-uktadu P” spetniajacego J" =
oa(P") relacja P" C J implikuje J” C J. Stad f jest mierzalna J/J . O

Zmienne losowe, ktorych o-ciata sg izomorficzne z o-cialami zmiennych rzeczywistych,
warto jest moc nazywaé jednym stowem.

Definicja A.14. (zmienna borelowska) Zmienng U nazywamy borelowskq zmienng
losowaq, jezeli istnieje zmienna rzeczywista Y = f(U), gdzie f jest bijektywnie mierzalne
5(U)/5(Y) 208 5(Y) = f(&(U)).

Pokazemy teraz, ze szeroka klasa procesow stochastycznych to w istocie borelowskie
zmienne losowe.

Twierdzenie A.15. Niech D > 2 bedzie ustalong liczbg naturalng. Korzystajgc z ozna-
czenia (A.9), okreslmy B :={0,1,...,D — 1}, B := o(RY)]s,

U:= {azN € B: limsupx, = 0} (A.10)
oraz U¢:= B\ U. Funkcja
gp U2 an— iDixi € (0,1] (A.11)
i=1
jest bijektywnie mierzalna Blye /R|,1-

Dowdd: Dla dowolnego zy € B mamy gp(an) = Y .0y D72 € [0,1]. Zbidr gp(U) \ {0}
to zbior liczb y z przedziatu (0, 1], dla ktérych zbiér rozwinie¢ D-arnych g5'({y}) ma
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wiecej niz jeden element. Dla kazdego y € gp(U¢) = (0, 1] zbiér rozwinie¢ g5'({y}) \ U
jest jednak jednoelementowy. Funkcja gp : U¢ — (0, 1] jest zatem bijekcja.

Przejdzmy do dowodu mierzalnosci. Ustalmy gp(zn) = vy, gp(af) = ¢/, gdzie xy, zf €
U¢. Nieréwnos$¢ y < y’ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x1.m—1 = ., Oraz x,, <z,
dla pewnego m > 1.

Klasa zbioréw {y € (0,1] : y <y}, gdzie ¢ € (0,1], jest m-uktadem generujacym
o-cialo R|(,1). Mamy

g5 ({y € (0,1 :y < y'}) ={ak} U | {aw € U drns = 21,0 < 2y} € Bl
meN

czyli gp jest mierzalna B|ye/R|@,1 na mocy twierdzenia A.13. Z kolei klasa zbioréw
{zny € U : 21 = b1y}, gdzie b; € {0,1,..., D — 1}, n € N, jest m-uktadem generujacym
o-ciato Blye. Mamy gp({zn : 1 = b1:n}) € Rl (0], czyli gp' jest mierzalna R| o 11/Blve
takze na mocy twierdzenia A.13. O

Twierdzenie A.16. Dla dowolnej zmiennej rzeczywiste] Y istnieje proces dyskretny Xy
o warto$ciach ze zbioru {0,1,..., D — 1} spetniajgcy o(Y') = o(Xn) oraz funkcja f bijek-
tywnie mierzalna 6(Xy)/o(Y) taka, z2e Y = f(Xn). Odwrotnie, dla dowolnego procesu
dyskretnego Xy o warto$ciach ze zbioru {0,1,..., D — 1} istnieje zmienna rzeczywista Y
spetniajgca o(Y) = o(Xy) oraz funkcja [ bijektywnie mierzalna 6(Xy)/a(Y) taka, Ze
Y = f(Xi).

Dowéd: Niech Y bedzie dowolng zmienng rzeczywista. Na mocy twierdzen A.121 A.15 te-
za pierwszej czedci twierdzenia jest spetniona dla f = h™logp, gdzie h(x) = (tgh(z)+1)/2
oraz Xy, gdzie Xn(Q) C U¢i Xy = f~1(Y). Odwrotnie, niech Xy bedzie procesem o war-
tosciach {0,1,..., D — 1}. Na mocy twierdzen A.12 i A.15, teza drugiej czesci twierdzenia
jest spelniona dla f = gpi;. (Bierzemy g¢gp,; zamiast gp aby zapewnié¢ iniektywnos¢
odwzorowania. ) O

W istocie mozemy p6j$¢ dalej i reprezentowac na pojedynczej zmiennej rzeczywistej Y
lub ciggu losowych bitow Xy dowolny proces Ur, gdzie zmienne U; sa dowolnymi zmien-
nymi dyskretnymi lub rzeczywistymi, a zbior T jest przeliczalny.

Twierdzenie A.17. Dla dowolnego proces Ur, gdzie zmienne U; sqg zmiennymi dyskretny-
mi lub rzeczywistymi, a zbior T jest przeliczalny, istnieje zmienna rzeczywista Y spetnia-
jaca o(Y) = o(Ur) oraz funkcja f bijektywnie mierzalna 6(Ur)/6(Y) taka, ze Y = f(Ur).

Dowéd: Bijekcja Ur na Y jest nastepujaca. Dla kazdej zmiennej dyskretnej U; jej wartosci
numerujemy liczbami naturalnymi za pomoca bijekcji ¢ : U;(2) — N. W ten sposéb
otrzymujemy proces U, gdzie U] := ¢(U;), gdy U; jest dyskretne, zas U] := U;, gdy U jest
rzeczywiste. Tak uzyskane zmienne U] traktujemy jako zmienne rzeczywiste. Korzystajac
z twierdzenia A.16, konstruujemy zmienne Xi’j o wartosciach ze zbioru {0, 1} takie, ze
U=h"o 92((X};)jen). Obierajac dowolna bijekcje ¢ : T x N — N, otrzymujemy proces
Xy, gdzie X; := X 1;_1( B Korzystajac ponownie z twierdzenia A.16, konstruujemy zmienna
rzeczywista Y = g3(Xy). O

Zauwazmy, ze twierdzenie A.17 przydaje sie nie tylko w teorii informacji, ale takze
w dyskusji miar losowych (w tym regularnego prawdopodobienistwa warunkowego) i ukry-
tych tancuchéw Markowa, o czym wspominamy w dalszych dodatkach. Reprezentujac
przeliczalne zbiory zmiennych rzeczywistych jako przeliczalne zbiory zmiennych binar-
nych, mozna tez otrzymac dos¢ podstawowe rezultaty dotyczace kryteriow zbieznosci sto-
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chastycznej procesow oraz kryteriow wyrazalnosci proceséow jako funkcji innych proceséw,
por. twierdzenia 3.5 oraz A.20.

Warianty twierdzen A.16, A.17 oraz 1.28 sa znane (Kallenberg, 1997, twierdzenie A1.6;
Breiman, 1992, twierdzenie A.47). Mimo to nie natrafiliémy na dostatecznie szczegoltowa
dyskusje réwnosci o-cial generowanych przez powiazane bijekcja zmienne losowe (twier-
dzenie A.12). Scista réwnosé takich o-cial jest tymezasem istotna w rozwazaniach teorio-
informacyjnych, gdyz miary informacji sa funkcjami o-cial generowanych przez zmienne,
a nie samych wartosci tych zmiennych.

A.4. Ré6wnos¢ prawie na pewno

Scistg ré6wnosé o-cial nie zawsze mozna zapewnié¢. Do wielu zastosowan wystarcza, aby
rozpatrywane klasy zdarzen rownaly si¢ sobie z doktadnoscig do zbiorow miary 0. Niech
P*: Mp — R bedzie rozszerzeniem miary P okreslonym w twierdzeniu A.3 pkt. (ii).
Definicja A.18. (uzupelnienie) Uzupelnieniem o-ciata G nazywaé bedziemy najmnies-
sze o-ciato GF zawierajgce G oraz wszystkie zbiory P*-miary 0.

Zauwazmy, ze GF = {A" € Mp : FacgP*(A© A’) = 0}. Dla uproszczenia notacji dalej
bedziemy zaktadaé, ze przestrzen probabilistyczna jest zupeha, tzn. Mp =7, P* = P.

Dla odmiany nie zaktadamy, ze o-ciata zmiennych losowych sa zupekle. Nie chcemy
bowiem traci¢ $cistego izomorfizmu klas o(X) i 6(X) dla zadnej zmiennej X. W ogdlnym
przypadku zachodzi zawieranie o(X )" D X7 1(6(X)PY) D o(X) := X 1(6(X)) i te trzy
klasy moga sie réznic.

Dla miary prawdopodobienstwa P o zdaniu losowym ¢ méwimy, ze ¢ prawie na pewno,
jezeli P*(—¢) = 0, gdzie P* jest rozszerzeniem miary P. Przypomnijmy, ze jezeli X =Y
i6(X)=2a(Y) dla zmiennych losowych X 1Y, to o(X) = o(Y). Jezeli X = f(Y), gdzie
f jest mierzalna (Y)/a(X), to o(X) C o(Y). Jezeli X = f(Y), gdzie f jest bijektywnie
mierzalna 6(Y)/a(X), to o(X) = o(Y). Wszystkie trzy wlasnosci mozna uogélni¢ na
roOwnos¢ prawie na pewno.

Twierdzenie A.19. Niech X 1Y bedg dowolnymi zmiennymsi losowyma.
(i) Mamy X(X =Y)=Y(X =Y.
(i) Jezeli X =Y prawie na pewno i 6(X)|xx=y) = 6(Y)|y(x=y), to o(X) =co(Y).
(iii) Niech Z = f(Y'), gdzie f jest mierzalna 6(Y)/5(Z). Jezeli X = f(Y) prawie na

pewno i (X)|x(x=z) = 0(Z)|2(x=2), to o(X)F C o(Y).

(iv) Niech Z = f(Y), gdzie f jest bijektywnie mierzalna 6(Y) /(7). Jezeli X = f(Y)

prawie na pewno i (X )|x(x=z) = 6(Z)|z(x=2), to o(X) = o(Y)F.

Dowéd:

i) X(X=Y)={X(w):we X=Y)}={Y(w):we(X=Y)}=Y(X=Y).

(ii) Zauwazmy, ze X (X (X =Y)) D (X =Y). Poniewaz dla kazdego A € o(X) ma-
my ANX 1 X(X=Y)=X"'XANXX=Y),toAN(X =Y)=X"1X(4)N
X(X =Y))N (X =Y). Inaczej méwiac, 0(X)|x=y) = X (0(X)|xxor))|(x=v) =
(X|(x=v)) 1 (0(X)|x(x=v)). Wykorzystujac analogiczng réwnosé dla zmiennej Y otrzy-
mujemy

o(X)" = [0(X)|(x=1)]" = [(X]x=v)) " (6(X)|xx=v))]"
= [(Y]x=v) " @) |yx=v)]" = [e(V)|x=v)]" = (Y)".

(iii) Teza wynika z pkt. (ii) i twierdzenia A.12 pkt. (i).
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(iv) Teza wynika z pkt. (ii) i twierdzenia A.12 pkt. (ii).
U

Dla zmiennych dyskretnych prawdziwe jest twierdzenie rekonstruujace funkcje mie-
rzalne z zawierajacych sie prawie na pewno o-ciat.

Twierdzenie A.20. Niech X @ Y bedg zmiennymi losowymsi, gdzie X jest dyskretng
zmienng losowq (rownowaznie o(X) jest o-ciatem dyskretnym, por. definicja 1.15). Za-
chodzq réwnowaznosci

(i) o(X) Co(Y) <= istnieje [ taka, ze X = f(Y),

(ii) o(X)F C o(Y)!' < istnieje [ taka, ze X = f(Y) prawie na pewno,
gdzie zakladamy, zZe f jest mierzalna 6(Y)/a(X).

Dowéd:

(i) Jezeli X = f(Y'), gdzie f jest mierzalna 6(Y")/5(X), to oczywiscie o(X) C o(Y).
Odwrotnie, jezeli 0(X) C o(Y), to dla kazdego = € X (2) mamy (X = z) € o(Y).
Zbiory postaci (X = x) sa roztaczne, a zatem zbiory Y (X = x) sa takze roztaczne.
Funkcje f mozemy wiec okredli¢ jako f(y) := z dla kazdego y € Y (X = z).

(ii) Jezeli X = f(Y) prawie na pewno, gdzie f jest mierzalna ¢(Y)/a(X), to dla
kazdego x € X () istnieja zbiory (f(Y) =z) € o(Y) takie, ze P(X =z) o (f(Y) =
7)) =0, czyli o(X)F C o(Y)F.

Odwrotnie, jezeli 0(X)? C o(Y)F, to dla kazdego x € X () istnieja zbiory B, € o(Y)
takie, ze P((X = x) © B,) = 0. Poniewaz (X = z)N (X = 2') = 0 dla z # 2/, to
zachodzi takze P(B, N By ) =0 dla x # 2.
Dowolny zbiér B, € o(Y) spetnia B, = Y~ 1(B,) = (Y € B,) dla pewnego B, € 5(Y).
Bez zmniejszania ogélnosci potézmy X () € N. Definiujemy roztaczne zbiory B, :=
B\U, ., Br € 5(Y) oraz f(y) := « dlay € B,. Poniewaz (Y € B,) = B,\U,,., B,
to P(B,© (Y € Bx)) =0.Stad P((X =z)o (Y € Bw)) =0, czyli X = f(Y) prawie
na pewno.

U

Korzystajac z twierdzenia A.16, twierdzenie A.20 mozna tez uogolni¢ na przypadek, gdy
X jest zmienna borelowska.

A.5. Prawdopodobienstwo warunkowe jako miara i martyngat

Fundamentalna role w teoriomiarowej definicji prawdopodobienstwa warunkowego od-
grywa twierdzenie Lebesgue’a-Radona-Nikodyma o rozktadzie miary.

Definicja A.21. (miary absolutnie ciagle i wzajemnie osobliwe) Niech v i p bedg
miarami na przestrzeni mierzalnej (2,G). Oznaczamy v L p i méwimy, Ze v i pu sq
wzajemnie osobliwe, gdy istnieje A € G takie, ze v(A) = u(A°) = 0. Oznaczamy v < p
i mowimy, Ze v jest absolutnie ciggla wzgledem p, gdy z u(A) = 0 wynika v(A) = 0 dla
kazdego A € G.

Dla dowolnej o-skonczonej miary p bedziemy méwic o zdaniu losowym ¢, ze ¢ p-prawie
na pewno, jezeli p*(—¢) = 0, gdzie u* jest rozszerzeniem miary p na przestrzen zupelna.
Twierdzenie A.22. (o rozkladzie miary) Niech v bedzie o-skoniczong miarg na prze-
strzeni mierzalnej (2, Gy), za$ p — o-skoriczong miarg na (2, Gy), gdzie Gy C Go. Istnieje
dokladnie jedna para miar v,, vs na (2,Gy) takich, zZe v = v, + vs, gdzie v, L plg, oraz
vs < pilg, - Dla pary miar vy < plg, istnieje takze nieujemna pochodna Radona-Nikodyma
dvs/dp - Q@ — R taka, ze
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(i) dvs/du jest mierzalna Gy /R,

(i) vs(A) = [,(dvs/dp)dp dla kazdego A € Gi.
Pochodna Radona-Nikodyma jest jednoznaczna z doktadnoscig do zbioréow p-muary 0, tzn.
jezeli g spetnia te same warunki co dvg/dp, to dvs/dp = g p-prawie na pewno.
NB. Rudin (1986, sekcja 6.9) dowodzi powyzszego twierdzenia dla G; = Gy. Uogdlnienie
na G; # G, wynika z wtasnosci catki Lebesgue’a.

Istnieja dwa do$¢ odmienne dowody twierdzenia A.22. Jeden wykorzystuje rozktad
Hahna-Jordana (Billingsley, 1979, sekcje 32 i 33), a drugi zupelmo$¢ przestrzeni L?
(Rudin, 1986, sekcja 6.9; Kallenberg, 1997, rozdzial 5).

Poczynmy kilka uwag.

(i) Warunki v < p i p < p implikuja v < p oraz dv/dp = dv/du - du/dp p-prawie na
pewno. Stad warunki v < p i g < v implikuja dv/dp - dp/dv = 1 v-prawie na pewno.
(ii) Dla miary obcietej ulg zachodzi dulg/dp = 1 p-prawie na pewno. Stad dv/dulg =
dv/dp p-prawie na pewno, jezeli v < p, v jest miarg na (£2,G1), p jest miarag na
(Q,QQ), zas G; C G C Go.
(i) Zwykle pu (dv/du # dv|g/du) # 0.

7 rozktadu Hahna-Jordana dowolng miare rzeczywista v na G mozna przedstawi¢ jako
sume v = vy — v_, gdzie v; i v_ sg miarami skonczonymi spetniajacymi vy L v_. Dla
miary rzeczywistej v piszmy v < pu, gdy vy, v— < p. Dowolna miare rzeczywista v taka,
ze v < p dla pewnej miary o-skoniczonej i, mozna przedstawic jako v(A) = [, (dv/dp)dpu,
gdzie pochodna dv/du = dvy /dp — dv_ /dp jest mierzalna G/R oraz [ |dv/du|dp < oo.

Dowolna miare rzeczywista v mozemy zada¢ jednoznacznie takze przez pewien ciag

funkcji przyblizajacych pochodna dv/dp.
Definicja A.23. (martyngal) Ciqg funkcji i o-cial (f;, Gi)icz nazywa sie martyngatem
wzgledem o-skoriczonej miary p na przestrzeni mierzalnej (2, G), jezeli kazda funkcja f;
jest mierzalna G;/R i zachodzg warunki fQ |fildp < o0, G C Gy C G oraz fA fidp =
[ fivadp dla kazdego A € G;.

Prostym przyktadem martyngatu jest (f;, Gi)icz, gdzie f; = dv|g, /du dla pewnej miary
rzeczywistej v < pu. W istocie taka miara v istnieje dla dowolnego martyngatu.
Twierdzenie A.24. (o zbiezno$ci martyngatéw) Niech (f;, G;)icz bedzie martyngatem
wzgledem miary p na (2, G). Oznaczmy G_o = (e Gi 0102 Goo = 0(U,ez Gi). Funkcje
okreslong jako v(A) == [, fidp dla kazdegoi € Z i A € G; mozna jednoznacznie rozszerzycé
do miary rzeczywistej v na Go,. Zachodzg réwnosci

lim f, = fo p-prawie na pewno, (A.12)
lim f,=f_« p-prawie na pewno, (A.13)

gdzie f; = dv|g,/dp dla i € {—o0,00}.

NB. Istnienie mierzalnych granic po lewej stronie (A.12)—(A.13) wynika ze standardowego
twierdzenia Dooba o zbieznosci martyngatéw (Doob, 1953, rozdzial 8, twierdzenie 4.3).
Wowezas okresla si¢ v(A) = [, (lim,_.o fn)dp, skad wynikaja pozostate tezy.

Definicja A.25. (warunkowa wartosé oczekiwana) Dia rzeczywistej zmiennej losowej
X spelniajgcej [ | X|dP < oo io-ciala G okreslamy warunkowg warto$¢ oczekiwang (X |G)
jako rzeczywistq zmienng losowg

_ dXplg

(X|g) == =29, Xp(4) ::/AXdP. (A.14)

Podobnie, jak dla innych zmiennych rzeczywistych, przyimujemy ¢((X|G)) = R|x|gy«)-
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Mamy (X|J) = X oraz (X|{0,Q}) = (X), gdzie (X) = [ XdP. Ciag (X;,G)icz jest
martyngatem dla X; = (X|G;) oraz G; C G;v1 C J, przy czym z definicji martyngaltu
Xi = (Xi1|Gi)-

Zauwazmy jeszcze jeden fakt. Przez L(G,pu) oznaczmy przestrzen funkcji f mie-
rzalnych G/R takich, ze [|f|%du < oo. Jezeli X € L*(J,P), to zmienna (X|G) mo-
ze by¢ zdefiniowana jako rzut ortogonalny zmiennej X na podprzestrzen L?(G, P), tzn.
(X|G) € L*(G, P) oraz

/KXIQ) — X]fdP =0 (A.15)

dla kazdej funkcji f € L*(G,P). Dla X € L*(J, P) definicje (A.14) i (A.15) sa sobie
rownowazne, gdyz obie sg rownowazne stwierdzeniu, ze (X|G) € L*(G, P) oraz [,[(X|G)—
X]dP = 0 dla kazdego G € G.
Definicja A.26. (prawdopodobiefistwo warunkowe) Prawdopodobieristwo warunko-
we zdarzenia A € J przy danym zdarzeniu B € J, gdzie P(B) > 0, to liczba P(A|B) :=
P(AN B)/P(B). Prawdopodobienistwo warunkowe zdarzenia A € J przy danym o-ciele
G C J to rzeczywista zmienna losowa P(A|G) = (I4|G), gdzie Ix(w) = [w € A]. Po-
dobnie, jak dla innych zmiennych rzeczywistych, przyjmujemy 6(P(A|G)) == R|pajg) )
(Billingsley, 1979, sekcja 33).
Definicja P(A|G) moze by¢ mato przejrzysta dla czytelnikéw, ktérzy nie mieli dotychezas
stycznosci z teorig miary, wiec poczynmy kilka uwag.
(i) Oznaczmy miare skoficzong P4 : J 3 G +— P(ANG). Zachodzi Pulg < P oraz
(ii) Jezeli G = o({Bx},ey), gdzie zbiory By sa roztaczne oraz P(By) > 0, to dowolne
G € G ma posta¢ G = ¢y, Br, o CN. Wtedy P(ANG) = >, ;. P(A|By)P(By) i

mamy

PAIG)(w) = 3" P(AIBY) [w € By] .

keN

(iii) Jezeli G zawiera zbiory o zerowym prawdopodobienstwie, to wartosci prawdopodo-
bienstwa warunkowego P(A|G)(w) nie sa jednoznacznie okreslone. Prawdopodobiefi-
stwa P(P(A|G) <) sa jednak okreslone jednoznacznie dla kazdego r € R.

(iv) Jezeli P(B) € {0,1} dla kazdego B € G, to prawie na pewno P(A|G) = P(A).
W szcezegolnosei P(A|{0,Q}) jest prawie na pewno réwne P(A).

(v) Jezeli P(A© A) =0, to P(A|G) = P(A|G) prawie na pewno.

(vi) Dla G; C Giy1 ciag (P(A|G:), Gi)iez jest martyngalem wzgledem miary P. Z twier-
dzenia A.24 dla G = 0(UU,c;, Gi) zachodzi zbieznosé

lim P(A|G,) = P(A|Gw) prawie na pewno. (A.16)

Twierdzenie A.27. (Billingsley, 1979, twierdzenie 33.2)
(i) Dla A € J prawie na pewno P(A|G) > 0.
(i) Prawie na pewno P(|G) = 1.

(#ii) Dla rozlgcznych Ay, As, ... € J prawie na pewno P (U An|g> = ZP(An|Q).
neN neN
Jak wspomnielismy, wartosci P(A|G)(w) nie sa Scisle jednoznaczne. Dla kazdego A € J
moze istnie¢ wiecej niz jedna wersja P(A|G).



A.5. Prawdopodobienstwo warunkowe jako miara i martyngal 137

Definicja A.28. (miara warunkowa) Dla procesu (P(A|G))acr okreslmy zbior

K={weQ: (P(AG))acr : F > A P(A|G)(w) € R jest miarg prawdopodobienstwa} .
(A.17)

Proces stochastyczny (P(A|G)) acr nazywa sie regularnym prawdopodobieristwem warun-
kowym (miarg warunkowq), jezeli P(K) jest okreslone i P(K) = 1.

NB. Jezeli istnieje regularne prawdopodobienstwo warunkowe (P(A|G))acx, to mozna tak
dobraé¢ wersje P(A|G), aby byto ono miara losowa na F.

Dla dowolnego procesu (P(A|G))acr oznaczmy klase zdarzen

W ={(0 < P(A]G) : Ae F}UL(P(QIG) = 1)}

U { (P <U An|g> = ZP(A,JQ)) AL Ay e F rozlqczne} )

neN neN

Mamy K = ey B = (Ugew B°)¢, gdzie P(B¢) = 0 dla kazdego B € W. Jezeli F jest
skoriczone, to W jest skonczone, a wiec P(K) = 1. Dla nieskoriczonego F zbiér W jest nie-
przeliczalny, a wiec moze zachodzi¢ P(K) < 1. Przyktady przestrzeni probabilistycznych,
dla ktérych nieréwnosé P(K) < 1 zachodzi, sa znane (Swart, 1996).

Kwestia istnienia regularnych prawdopodobienstw jest istotna w twierdzeniu A.411i je-
go zastosowaniach w rozdziale 1, wiec przypomnijmy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie A.29. (por. Chow i Teicher, 1978, twierdzenie 7.2.2) Dia dowolnego
o-ciata G i zmiennej borelowskiej U istnieje miara warunkowa (P(A|G)) acow)-

NB. W oryginale twierdzenie byto dowodzone dla zmiennej rzeczywistej. Dowod przenosi
sie na zmienna borelowska automatycznie.

Dowdd twierdzenia A.29 wykorzystuje twierdzenie A.10 dla k = 1. Niech Y bedzie zmienng
rzeczywista z definicji A.14. Definiuje sie¢ F': Q x Q — R jako F(q,w) := P(Y < ¢|G)(w).
Funkcje F(-,w) nie spetniaja przeliczalnej liczby warunkéw postaci (i) i (ii) z twierdzenia
A.10 tylko dla zbioru w P-miary 0. Mozna zatem z F odtworzy¢ regularne prawdopodo-
biefistwo warunkowe (P(A|G))acov) = (P(A|9))acow)-

Przypomnijmy takze, ze z twierdzenia A.17 zmienng borelowska jest dowolny ciag dys-
kretnych lub rzeczywistych zmiennych losowych. Zatem miara warunkowa (P(A|G)) aco(ur)
istnieje dla dowolnego procesu Ur, gdzie U; sa zmiennymi rzeczywistymi lub dyskretnymi,
za$ T jest zbiorem przeliczalnym.

Wréémy do elementarnych wtasnosci P(A|G). Udowodnijmy kilka twierdzen, ktore
wykorzystujemy w pracy.

Twierdzenie A.30. Niech A € F. Prawie na pewno zachodzi rouwnosé

P(Alo(P(A]G))) = P(Alo((P(B|9))ser)) = P(A|G). (A.18)

Dowéd: Funkcja P(A|G) mierzalna G/R|pajg)q) jest rzeczywista zmienng losowsa, gdzie
5(P(AIG)) = Rlpaigyn. Poniewai o( P(A|G)) = P(AIG)~ (5(P(AIG)). to a(P(AIG)) C
o((P(BIG))ner) C G.

Zmienna P(A|G) jest rowna prawie na pewno P(A|o(P(A|G))) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego G € o(P(A|G)) zachodzi P(ANG) = [, P(A|G)dP oraz P(A|G) jest
mierzalne o(P(A|G))/R. W istocie pierwsza Wlasnosc wynika z relacji 0(P(A|G)) C G za$
druga z faktu, ze P(A|G) jest mierzalna o(P(A|G))/R|pag)©)-

Réwnosé (A.18) wynika z zawierania o(P(A|G)) C o((P(B|G))per) C G oraz z ogdl-
nego faktu, ze dla F; C Fp C F3 réwnos¢ Y = P(A|F;) = P(A|F3) prawie na pewno
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implikuje P(A|F;) = Y prawie na pewno. Jest tak, gdyz dla kazdego G € Fy C Fj3
zachodzi P(ANG) = [, YdP zad Y jest mierzalna F5/R, gdyz jest mierzalna Fi/R. O

Twierdzenie A.31.~ .
(i) Jezeli PLA© A) =01 Aeg, to

P(A|G)(w) = [w € A]  prawie na pewno. (A.19)

(ii) Jezeli P(A|G) € {0,1} prawie na pewno, to istnieje A € G takie, 7e P(A© A) = 0.

Dowéd: ) )
(i) Funkcja I, gdzie I; = [[w € Aﬂ jest mierzalna G/R ispeknia [, 1;dP = P(ANG),

czyli P(A|G) = I; prawie na pewno. Poniewaz P(A © A) = 0, to mamy P(A|G) =
P(A|G) prawie na pewno, a takze (A.19).
() P(A|G) jest mierzalne G/R, a zatem A := (P(A|G) = 1) € G. Mamy P(AN
= [ P(A|G)dP, gdzie [; P(A|G)dP = P(A) z definicji A, za$ [i P(A|G)dP =
fP AlG)dP = P(A) z relacji P(A|G) € {0, 1} prawie na pewno. Z wlasnie wykazanej
réwnosci P(AN fl) = P(fl) = P(A) wynika P(A\ fl) = P(A \A)=P(A© fl) = 0.
U

Twierdzenie A.32. Dia nieujemnej funkcji f mierzalnej G/R zachodzi
/ fdP = / (A|G) fdP. (A.20)

Dowdéd: Dla miary p @ J — [0,00] i funkecji A : Q — [0, 00] mierzalnej J/R calke
Lebesgue’a definiuje sie jako

/hd,u = sup > ruh =),

h': 0<h/<h, card b/ (Q2)<oo reh(Q)

gdzie h' sa funkcjami prostymi mierzalnymi J /R.

Dla dowolnej funkcji prostej f' < f mierzalnej J /R istnieje funkcja prosta f” : w —
sup {f'(w') : f(&') < f(w), W' € Q} mierzalna G/R i spemiajaca [/ < f” < f. Latwo
zauwazy¢, ze wrasnosé [, . dP = [, dP4lg dla dowolnego G € G implikuje [, f"dP =
J f"dPalg. A zatem mamy takze [, fdP = [ fdPalg. Z tegoz wynika teza na mocy
ogélnej whasnosci [ fdu = [(du/dv)fdv. O

Twierdzenie A.32 jest trywialne w dwoch przypadkach: (i) dla G = o({Bx},cy) 1 roztacz-
nych By mamy Y, f(wi)P(ANBy) = >, P(A|By)f(wk)P(Bg), wi € By; (ii) dla A € G
mamy [ P(A|G)fdP = [ [w € A] f(w)dP(w).

A.6. Warunkowa niezaleznos¢ i warunkowa miara produktowa

W oparciu o twierdzenia A.10 i A.11 mozna zdefiniowaé proces stochastyczny zadajac
pewien nieskoniczony zbidr zgodnych ze sobg miar ji;, . Jezeli interesuje nas mozliwos¢
efektywnego obliczania warto$ci miar pu, . ¢, musimy zakladaé¢ pewng ich regularnos¢.
Pewnym typem zalozen upraszczajacych obliczenia sg zalozenia o niezaleznosci badz wa-
runkowej niezaleznosci. Przy okazji zatozenia te prowadza do innych ciekawych rezultatow.
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Definicja A.33. (zdarzenia niezalezne) Zdarzenia (A;)ier nazywane sq niezaleznymi,
jezeli

P(A,N..NA,)=P(A,) ... P(A,,) (A.21)

dla kazdego n € N oraz t; € T, gdzie t; # t; dla i # j. Niezaleinos¢ zdarzen Ay, ..., Ay
oznaczamy Ay lL... 1L Ay.

Méwi sie, ze o-ciala (G;)ier sa niezalezne, gdy niezalezne sa dowolne zbiory zdarzen
(Ap)ier, gdzie A; € G;. Zmienne (X,);er sa niezalezne, gdy niezalezne sa o-ciata (o(X}))ser-
Niezaleznos¢ Gy, ..., G, i X1, ..., X,, oznaczamy G; 1L... 1. G, i X 1 ... 1L X,,. Dopuszczamy
takze oznaczenia mieszane ... AL A; 1l . LG 1l U Xl .. <= ..lo(A)l...1LG;I.. 1
Definicja A.34. (zdarzenia niezalezne warunkowo) Zdarzenia (A;)ier nazywane sq
niezaleznymi przy danym zdarzeniu A, jezeli

P(Ay N .. Ay |A) = P(A,,|A) - ... - P(A,, |A) (A.22)

dla kazdego n € N oraz t; € T, gdzie t; # t; dla i # j. Niezaleinosé zdarzen Ay, ..., Ay
przy danym A oznaczamy Ay lL... 1L Ag|A.
Zdarzenia (Ay)ier nazywane sq niezaleznymi wzgledem o-ciala G, jezeli

P(P(Ay N ... NA[G) # P(A,1G) - ... - P(A,]G)) =0 (A.23)

dla kazdego n € N oraz t; € T, gdzie t; # t; dla @ # j. Niezaleinosé zdarzen Ay, ..., Ay
wzgledem G oznaczamy Ay ll... 1L Ai|G.

Mamy A; AL ... 1L A,[{0,Q} <= A 1L..1UAQ0 < A 1L ..1 A, Analogicznie
definiuje sie i oznacza o-ciata i zmienne niezalezne warunkowo.

Pojecie warunkowej niezaleznosci czesto bywa rozpatrywane w kontekscie zaleznosci
przyczynowych lub funkcyjnych miedzy zmiennymi losowymi (Pearl, 2000). Mamy w isto-
cie nastepujacego twierdzenie.

Twierdzenie A.35. Prawdziwe sqg nastepujgce stwierdzenia:

(i) Dla o-cial Gi,Gs,Gs zachodzi Gy 1LG5|Gs, jezeli Go C Gs.
(i) Dla zmiennych X,Y,Z zachodzi X LY |Z, jezeli X = f(Z), gdzie f jest mierzalna

a(Z2)/a(X).

Dowéd:
(i) Wezmy dowolne A € G oraz B € G,. Poniewaz B € Gs, to korzystajac z (A.19) dla
dowolnego G € G3 otrzymujemy

/ P(AN B|G3)dP = P(ANBNG)
G
_ / P(A|Gs)dP — / P(A|Gs)P(B|Gs)dP,
BNG G

czyli na mocy jednoznacznosci pochodnej Radona-Nikodyma zdarzenia A € G, oraz
B € G, sa niezalezne wzgledem Gjs.
(ii) Poniewaz f jest mierzalna 6(Z2)/6(X), to o(X) C 0(Z) z twierdzenia A.12. Stosu-
jac pkt. (i) otrzymujemy teze.
0
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Pojecia niezaleznosci i niezaleznosci warunkowej wiaza si¢ z pojeciami miary produk-
towej i warunkowej miary produktowej (Swart, 1996). Oméwmy ten temat doktadniej.
Definicja A.36. (sumy i produkty o-cial) Dia dowolnych o-cial G, Gy definiujemy

(i) m-uklad sumowy Gy + Go .= {A1 N Ay : A; € G},

(i1) m-uklad produktowy G X Gy := {A; X Ay : A; € G;},

(i11) o-ciato sumowe G; ® Go := 0(G1 U Gs) = 0(G1 + Ga).

(iv) o-ciato produktowe Gy ® Gy := 0(G1 X Ga).
Operacja @ jest przemienna i laczna, za$ operacja ® jest laczna. Mamy tez {0, Q} @
G=G{0,Q}®g ={QxA:Aecg}. Zgodnie ze standardowym oznaczeniem potegi
kartezjanskiej oznaczamy

G" =G x..xG. (A.24)
S—_—

n elementéw

W literaturze spotyka sie niekiedy symbol G o znaczeniu & ....®G, co z kolei oznaczamy
jako o(G").

Poniewaz G; @ Gy = 0(G1 + G2), G1 ® Go = 0(Gy1 X Gy), wiec z twierdzenia A.3 pkt. (i)
miary g1 na G; @ Gs 1 pp na G; ® Go sa jednoznacznie okreslone przez obciecia fi1|g,+g,
oraz [la|g,xg,- Obciecia pi1|g,+g, oraz fis|g,xg, musza by¢ o-addytywne.

Definicja A.37. (miara diagonalna) Dla n € N i miary P : J — R miare diagonalng
P™ :g(J") — R okreslamy jako

PM(A) =P [{weQ:(w,..,w)e€ A} (A.25)

n elementéw

dla kazdego A € a(J™).

Latwo sprawdzi¢, ze P™ jest miara. Co wiecej, P™ jest jedyna miara na o(J") spehia-
jaca warunek P™(A; x Ay x ... x A,) = P(N_, A;) dla 4; € J.

Twierdzenie A.38. Dla o-skoniczonej miary p na Gy i o-skonczonej miary v na G
funkcje

XV Ql X g2 = Al X AQ — lu(Al)V<A2)

mozna rozszerzyé do miary na Gy @ Gy (Rudin, 1986, sekcja 7.7; Billingsley, 1979, sekcja
18).
Miare p X v na G; ® G, nazywa si¢ miara produktowa.

Podobnie mozemy probowaé okresli¢ warunkowa miare produktowa (Swart, 1996).
Definicja A.39. (warunkowa protomiara produktowa) Dla o-cial Gi,Gs,Gs C J
i miary P : J — R warunkowg protomiare produktowg P992193 : G, x Gy x G3 — R
okreslamy jako

PQUQ2\Q3(A1 X Ay X A3) ;:/ P(A1|gg)P(A2|gg)dP, (A26)
A3

gdzie A; € G;.

Twierdzenie A.40. Réwnosé P®)(A) = P93919( A) zachodzi dla kazdego A € GixGyxGs
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Gy 1.G5|Gs.
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Dowéd: Dla A; € G; mamy P9:9219 (A x Ay x A3) fA (A1]|G3)P(A2|G3)dP oraz
PO(A; x Ay x A3) = P(A; N Ay N A3) = fAs P(A; N Ay|G3)dP. Funkcje P(A; N As|Gs)
i P(A1|G3)P(As|Gs) sa mierzalne G3/R. Sa one rowne P-prawie wszedzie wtedy i tylko
wtedy, gdy maja one réwne catki po wszystkich zbiorach Az € Gs. O

Funkcja P91:9219 jest skoniczenie addytywna na G; x Gy x Gs, ale nie zawsze funkcje
te mozna rozszerzy¢ do miary na G; ® G ® G3. Kontrprzyktady sa znane (Swart, 1996).
Jezeli rozszerzenie jest mozliwe, rozszerzong miare P99219% nazywa sie warunkows miara
produktowa.

Twierdzenie A.41. Warunkowa miara produktowa P9:%193 png G @ Gy @ Gy istnieje,
jezeli zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

(i) Gy C Gy oraz istnieje warunkowa miara produktowa P91:94193

(ii) G11LGs|Gs,

(111) Gz ={0,Q},

() istnieje miara warunkowa (P(A|G;))acgs dlai=1 lubi=2.

Dowéd:
(i) Teza zachodzi, gdyz P919219: = p9u:9alGs|, o0 o6
(ii) Teza zachodzi, gdyz P9:9%1% = pB)|; oo oo
(iii) Teza zachodzi, gdyz P9:92193(A x Q) = P x P|g,e¢,(A) dla A € G| ® G,.
(iv) Dowdd tej czesci podat Swart (1996).

Twierdzenie A.42. Jeieli PP)|g og,00, <K 1 X fia X fi3, gdzie pu; sq miarami na G;, to
(i) istnieje miara warunkowa (P(A|G;))aegs dla i =1 orazi = 2.
(ii) istnieje warunkowa miara produktowa P9:9219 4 spetnia P949219 < 1y X py X s

oraz
dPg1§g2|g3 X X
7(&)1 X Wy X w3) 1 3<WI w3)p2 3<W2 w3) s (A27)
d/il,z,:s P3(W3)
gdzie fui, i, = Hiy X oo X [, 0TAZ Py = dp™ Gi, ® @Qin/ i, in
Dowébd:

(i) Dla dowolnego A; € G i A3 € G5 mamy

P(Al N Ag) = P(Q)(Al X Ag) = / p173d[1173
A1><A3

-/ ( / i X dul(wl)) ps(ws)djus(ws)
_ /A 3 ( /A | % dﬂl(wl)) dP(ws) (A.28)

na mocy twierdzenia Fubiniego, gdyz p; 3 jest nieujemna prawie wszedzie i mierzalna
G1 ® G3/R (Rudin, 1986, sekcja 7.7). Z mierzalnosci G; ® G3/R funkeji p; 3 wynika
takze mierzalnosé¢ G; /R funkeji py 3(- X ws) oraz mierzalnosé¢ Gs /R funkeji py 3(wy X -)
(Rudin, 1986, sekcja 7.5).

Poréwnujac P(A; N A3) = fA (A1]G3)dP z (A.28) otrzymujemy

P(A1|Gs)(ws) = v( A1) (ws) = /A %dm(wl), (A.29)
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dla P-prawie wszystkich ws. Z postaci definicji (A.29) wynika, ze funkcja v(-)(ws) jest
o-addytywna i mierzalna G; /R.

Aby wykazal, ze v jest losowa miarg prawdopodobienstwa, wystarczy dowiesé, ze jest
ona nieujemna i unormowana. Zauwazmy, ze

/#1({% Fpra(wr X wz) < 0})dps(ws) = / [p13 < 0] dpas =0,

a wiec p1({wr @ pr3(wr X ws) < 0}) = 0 dla pg-prawie wszystkich ws (Rudin, 1986, sek-
cja 7.7). Stad wynika, ze dla P-prawie wszystkich ws funkcja v(-)(ws) jest nieujemna,
gdyz mamy takze P|g, < p3 oraz p3 > 0 P-prawie na pewno.
Oznaczmy p3(ws) == [ p13(w1 Xws)dp (w). Z twierdzenia Fubiniego dla kazdego A; €
Gs mamy [, padps = [ 4 pradunz = P(A3) = [, psdus. Jako ze p3 = ps P-prawie
na pewno, to v(-)(ws) jest unormowana dla P-prawie wszystkich ws.
Poniewaz v jest losowa miarg prawdopodobienstwa, to w $wietle tozsamosci (A.29) ist-
nieje regularne prawdopodobienstwo warunkowe (P(A|G1))aeg,- Analogicznie dowodzi
si¢ regularnosci (P(A|G2)) aegs-

(ii)) Wezmy dowolne A; € Gy, Ay € Gy 1 A3 € G3. Z poprzedniego punktu i twierdzenia
A .41 wynika, ze warunkowa miara produktowa istnieje i mamy

/ P(A,|Gs) P(As|Gs)dP

A3z

— / (/ prs(wi X ws) ) p23(ws X ws) dpy 2wy X W2)) dP(ws)
As A1 xAz

p3(ws) ps(ws)
_ / p1,3(w1 X ws)paz(wa X ws) Aty 2.3(wy X wa X ws). (A.30)
ApxAgxAs ps(ws)

Z tozsamosci (A.30) i jednoznacznosci pochodnej Radona-Nikodyma wynika (A.27),
gdyz dowolna miara na o-ciele G; ® Gs ® G3 jest jednoznacznie zadana przez wartosci
na m-uktadzie G; X Go X G (twierdzenie A.3 pkt. (i)).

0

[stnienie miary produktowej jest Scisle zwigzane z mozliwoscia zaktadania niezalez-
nosci, gdy miara prawdopodobienstwa jest dana tylko czesciowo. Jezeli dane jest Plg,
oraz P|g,, to mozemy skonstruowaé P|g,eg, przy zatozeniu, ze G 1L Gy, czyli P?|g 0, =
P |g1 x P |g2'

Podobnie, jezeli dane jest P|g ag, oraz P|g,ag,, t0 mozemy skonstruowaé¢ P|g,ag,ags
przy zalozeniu, ze G 1L.Gy|Gs, czyli P®)|g 06,06, = P95921%. O ile jednak istnienie miary
P|g,aq, spetniajacej niezalezno$¢ Gy 1LGs jest zagwarantowane dla dowolnych obcieé¢ Plg,
oraz P|g,, to istnieja takie obciecia P|g,ag, oraz Plg,sg,, Z€ nie istnieje miara prawdopo-
dobienstwa P|g,ag,a0,, dla ktérej zachodzi niezalezno$¢é warunkowa Gy 1L Gs|Gs.

Niech G¥ bedzie uzupehieniem o-ciata G wzgledem miary P (definicja A.18). Z wta-
snoéci GF = {A’ € Mp : 4egP* (A A') = 0} tatwo wykazaé relacje

(GiNG) =6 ng;, (A.31)
(G1@G)' DG eGl 56 @G, (A.32)
(G ®G) DG ©G > G 6, (A.33)

gdzie w ostatnim zwiazku Py(A;) = P(A; x Q)i Py(Ay) := P(Q x Ay) sa rzutami miary
P:G1®G — Rnag; iG.
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Zauwazmy, ze dla o-ciat G¥ D> G’ D G i miary v < P prawie na pewno mamy
dv|gr/dP = dv|g//dP = dv|g/dP. Stad i ze zwiazku (A.33) wynika, ze warunkowa infor-
macja wzajemna okreslona definicja 1.14 spelnia réwnosé (1.31).

A.7. Definiowanie miar przez czestoSci w ciggach

Twierdzenia A.10 i A.11 zapewniaja istnienie szerokiej klasy proceséw Xt o warto-
Sciach zespolonych i dyskretnych. W niniejszej pracy zajmujemy sie gtéwnie procesami
o przeliczalnym zbiorze T, konkretnie T = Z, nazywanymi takze szeregami czasowymi.
Nazwa pochodzi stad, ze dla T C R indeks ¢t € T obrazowo nazywa si¢ czasem.

Rozpatrzmy proces Xt taki, ze 5(X;) nie zalezy od t € T, a T jest zamkniete ze wzgledu
na dodawanie. Wowczas mozemy okresli¢ operacje T : X1 () — Xp(Q), ktoéra przesuwa
proces w czasie o odstep 7 € T. Dla Xt = (X})ier definiujemy T, X7 := (Xiir)ier-
W szczegélnosei, jezeli funkcje &, @ Xp(©2) — Xi(Q) okrelimy jako &(Xr1) := X, to
§ o TT<XT) = Xitr.

Niech Px, = PoXy ' bedzie przeniesiona miara prawdopodobiefistwa na o-ciele &(Xt).
Definicja A.43. (proces stacjonarny) Mdéwimy, ze proces Xt jest stacjonarny, gdy
Px, = Px, oT; dla wszystkich 7 € T.

Jezeli T = Z lub T = N, zas$ X; sa zmiennymi rzeczywistymi, to zgodnie z twierdze-
niem A.11 proces Xt jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy dla p := Px, zachodzi
[t td1,.. t+k—1 = Mit142,. t+k- Lakg miare p nazywac bedziemy stacjonarng. Jezeli p jest

stacjonarna, to mozemy zdefiniowaé pu® .= ft 1. t+k—1. Zgodnie z twierdzeniem A.11
mamy

HOR) =1, Wacormn 1®(A) = f*H(Ax R) = p+D(R x A). (A.34)
Roéwnoscei (A.34) sa warunkiem koniecznym i dostatecznym tego, aby dla T = Z lub

T = N proces stacjonarny Xt o mierze przeniesionej p = P o X ! istnial na pewnej
przestrzeni probabilistycznej (Upper, 1997, twierdzenie B.1.1). Stad wynika, ze dowolny
proces stacjonarny Xy o wartosciach rzeczywistych lub dyskretnych mozna rozszerzy¢ do
procesu stacjonarnego Xz (Kallenberg, 1997, lemat 9.2).

Interesujacej konstrukcji niektérych proceséw stacjonarnych dostarcza czesto$ciowa
interpretacja prawdopodobienistwa (von Mises, 1919). Dla ciagu cy, gdzie ¢; € R, oraz
A € o(RY) okredlmy

F(A)(cy) := lim 1 D Ta(Chiso), (A.35)

gdzie I4(x) = [z € A], za$ lim,_., dane jest wzorem (4.9). W zasadzie wzoru (A.35)
mozna uzy¢ do zdefiniowania funkeji zdarzen F(+)(cy) réwniez wtedy, gdy ciag ¢y nie jest
ciggiem liczbowym.

Dla pewnych ciagoéw cy € RY oraz ciat G C o(RY)) (niekoniecznie o-ciat) mozna wyka-
zaé, ze F(-)(cn) : G — [0, 1] jest stacjonarna miarg prawdopodobienstwa. Najtrudniejsza
do pokazania jest okreslono$¢ (tzn. F(-)(cy) #L) i o-addytywno$¢é F(-)(cy). Skonczona
addytywnosé 1 wtasnosé F(A)(cy) = F(TA)(cy) wynikaja ze wzoru (A.35) bezposrednio.
Zatem jezeli ¢; € U, gdzie U jest zbiorem o skonczonej liczbie wartosci, a F(A)(cy) #L
dla kazdego A € G := RY |y, to z twierdzenia A.11 funkcja F(-)(cy) : G — [0, 1] jest istot-
nie stacjonarng miarg prawdopodobienistwa. (Miara u = F(-)(cy)|g generowana jest przez
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rozktady p®). Rozklady te sg miarami o skoniczonej dziedzinie, dla ktérych o-addytywnosé
sprowadza sie do skonczonej addytywnosci.)

Ogoélniej, jezeli proces stacjonarny Xz jest zmienng borelowska, to istnieje stacjonarna
i ergodyczna miara losowa Fy na 6(X7) taka, ze dla kazdego A € o(Xy) z osobna réwnosé
Fx(Xz(A))(w) = F(Xn(A))(Xn(w)) zachodzi dla prawie wszystkich w (zob. dowdd twier-
dzenia 4.7). Pomimo tego istnieje nieprzeliczalnie wiele zy € Xn(Q2), dla ktérych F(-)(zy)
jest miarg stacjonarna lecz nieergodyczng. Na przyktad, jezeli okreslone sa ergodyczne

miary F(-)(an) # F(+)(bn), to dla

k—1 k=1 | ok—2
Cn::{an, 2_ <n_§2 + 2872 (A.36)
by, 2F142k2<p <ok
mamy F(-)(en) = [F(+)(an) + F(+)(by)]/2, a wiec miara F(-)(cy) nie jest ergodyczna na
mocy twierdzenia 4.6 pkt. (vi).

Transformacja F nie jest bijekcja. Co wiecej, aby proces Xz cechowat sie probabili-
styczng losowoscia (tzn. mial niezerows entropie H(Xz)), sam ciag cy nie musi by¢ algo-
rytmicznie losowy (tzn. moze istnie¢ efektywna procedura generujaca cy). Dla przyktadu
rozpatrzmy cigg Champernowne’a cy = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,0,1,1,...) réwny kolejnym
cyfrom rozwiniecia dziesietnego kolejnych liczb naturalnych. Dla takiego cy proces Xz jest
ciagiem niezaleznych zmiennych losowych (Li i Vitdnyi, 1993, przyktad 1.9.1).

A.8. Procesy Markowa i ukryte procesy Markowa

Wazna klasa proceséw stochastycznych definiowanych w oparciu o zatozenia warunko-
wej niezaleznosci sg procesy Markowa.

Definicja A.44. (lancuch Markowa) Moéwimy, Ze proces Xt jest procesem (lub {an-
cuchem) Markowa, jezeli T jest zbiorem liniowo uporzgdkowanym i zachodzi (X;) A
(Xi)isjier | Xj dla wszystkich j € T.

Proces Xy jest tancuchem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi X, ;1AL X, 1|X;
dla wszystkich i, 7 € Z takich, ze ¢ < j. Proces Xy jest tancuchem Markowa wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi Xi.;_; 1L X,;1|X; dla wszystkich j € N. Dla proceséw Xz i Xy uzywa
sie dodatkowo pojecia tancucha Markowa skonczonego rzedu.

1<ji€T

Definicja A.45. (laiicuch Markowa n-tego rzedu) Moéwimy, Ze proces Xz lub Xy
jest tancuchem Markowa n-tego rzedu, jezeli dla Y; := X;.;1n_1 proces Yy jest lancuchem
Markowa.

Teoria dyskretnych tancuchow Markowa jest dobrze rozwinigta, zarowno dla zmiennych
przybierajacych skoniczona (losifescu, 1988) jak i nieskoniczona przeliczalng liczbe wartosci
(Hernandez-Lerma i Lasserre, 2003; Kemeny et al., 1966). Pierwsza klasa proceséw jest
znana pod nazwg skonczonych, a druga pod nazwg przeliczalnych tancuchow Markowa.

Pewnym uogélnieniem tancuchow Markowa sg ukryte tancuchy Markowa.

Definicja A.46. (ukryty lanicuch Markowa) Mdéwimy, zZe proces Xt jest ukrytym tan-
cuchem Markowa, jezeli istnieje proces Yr taki, ze (X; X Y;),.p jest taricuchem Markowa.
Proces Y1 nazywa sie procesem ukrytym, proces Xt — procesem jawnym.

Kazdy tancuch Markowa n-tego rzedu Xz jest ukrytym tancuchem Markowa, gdyz za
proces ukryty mozemy wziaé¢ Yz, gdzie Y; = X;i1.51n_1. Aby pojecie ukrytego tancucha
Markowa nie bylo trywialne (tzn. aby nie obejmowalo wszystkich proceséw stochastycz-
nych w zadanej klasie), istotne bywa narzucanie dodatkowych warunkéw na wlasnosci
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procesu ukrytego. W przeciwnym razie mozemy reprezentowa¢ za pomoca pojedynczej
wartosci zmiennej Y; cala przesziose (X;),_; cr-
Twierdzenie A.47. Dowolny proces Xz o wartoSciach dyskretnych lub rzeczywistych jest
ukrytym tancuchem Markowa takim, zZe zmienne Y; procesu ukrytego Yz sq zmiennymi

rzeczywistyms.

Dowdéd: Na mocy twierdzenia A.17 istnieja funkcje f; bijektywnie mierzalne i zmienne
rzeczywiste Y; = fi(X_ o). Mamy wowezas o(X o) = 0(Y;), a zatem o((Xg X Yi),o;) =
o(X; xY;), czyli na mocy twierdzenia A.35 proces (X; x Y;), . jest tancuchem Markowa.
U

Twierdzenie A.48. Dowolny proces Xy o wartosciach dyskretnych jest ukrytym tancu-
chem Markowa takim, zZe zmienne Y; procesu ukrytego Yy sq¢ zmiennymi dyskretnyma.

Dowdéd: Zdefiniujmy zmienne dyskretne Y, = Xy.,,. Mamy wéwczas o(Xi,;) = o(Yi),
a zatem o ((Xy X Yi),<;) = 0(Xi xY;), czyli na mocy twierdzenia A.35 proces (X; X Y;);cp
jest tancuchem Markowa. O

Analogicznie jak w przypadku zwyktych tancuchéow Markowa, proces Xy nazwiemy
skonczonym ukrytym tancuchem Markowa, gdy wszystkie zmienne X; X Y; przybieraja
wartosci z tego samego skonczonego zbioru. Z kolei X7 nazwiemy przeliczalnym ukrytym
tancuchem Markowa, gdy zbiér wartodci zmiennych X; x Y; jest przeliczalny.

Pomimo dos$é¢ ogdlnych twierdzen A.47 i A .48 nie kazdy dyskretny stacjonarny proces
Xy o skonczonej liczbie wartosci jest skonczonym ukrytym tancuchem Markowa, por.
twierdzenie 2.11 oraz Crutchfield i Feldman (2003). Fakt ten wynika z finitarnosci skon-
czonych tancuchow ukrytych oraz istnienia proceséw niefinitarnych. Jako ze istnieja nie-
finitarne przeliczalne ukryte tancuchy Markowa, nie jest jasne, czy dowolny dyskretny
proces stacjonarny mozna przedstawi¢ jako przeliczalny tancuch ukryty.

Teoria tancuchéw ukrytych jest stabiej rozwinieta niz teoria zwyktych tancuchdéw
Markowa. Pojecie tancucha ukrytego zrodzito sie z praktycznej potrzeby kompu-
terowego modelowania procesu przetwarzania danych symbolicznych w lingwistyce
komputerowej (Jelinek, 1997; Charniak, 1993) i bioinformatyce (Ewens i Grant, 2001;
Baxevanis i Ouellette, 2004). Gléwnym zastosowaniem tancuchéw ukrytych w tych
dziedzinach jest obliczanie najlepszego predyktora zmiennych ukrytych Yi., przy danych
zmiennych X, (Debowski, 2004b). Dla tancuchéw skoniczonych predyktor zmiennych
Y1., mozna obliczy¢ w czasie liniowym w n za pomoca programowania dynamicznego,
zwanego tez algorytmem Viterbiego (Ewens i Grant, 2001; Jelinek, 1997, Viterbi search).

Teoretyczne wlasnosci ukrytych proceséw Markowa, w zasadzie tylko dla tancuchow
skoficzonych, badane sa od stosunkowo niedawna (Kehagias, 1992; Ephraim i Merhav,
2002). Pewne kryterium istnienia procesu ukrytego Y7 oraz algorytm minimalizacji liczby
wartosci zmiennych tego procesu zostaly podane przez Uppera (1997). Algorytm mini-
malizacji opiera sie na ortogonalizacji skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej roz-
pinanej przez miary (P(A|X ienwt1:0 = W))Aco(x10), gdzie w € [X1(Q)]*. Z koncepcji
tej wywodzi si¢ takze idea nowatorskiego algorytmu estymacji parametréow ukrytego tan-
cucha Markowa z jego realizacji. Algorytm ten nie wykorzystuje przeszukiwania lokal-
nego, a przez to moze by¢ lepszy niz algorytm EM (Ewens i Grant, 2001; Jelinek, 1997,
expectation-mazximization). Przypuszczamy, ze zastosowanie idei ortogonalizacji przestrze-
ni miar warunkowych do przeliczalnych tancuchow ukrytych moze przynie$é¢ rozstrzygnie-
cia odnosnie istnienia nieskonczonego dyskretnego procesu ukrytego Y7 dla dowolnego
procesu stacjonarnego Xz.
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English summary

Fukasz Debowski, Excess entropy for stochastic processes over various alphabets. Doctoral
dissertation supervised by Jan Mielniczuk, Institute of Computer Science, Polish Academy
of Science, Warsaw 2005.

Excess entropy is defined as mutual information between the o-field of infinite past and
the o-field of infinite future. It constitutes a natural measure of long memory especially
for discrete processes whose complex dependence cannot be described in the language of
autocorrelations and linear predictors.

Excess entropy assumes nonnegative values. Stationary processes exhibiting infinite
excess entropy are called infinitary (Crutchfield and Feldman, 2003). Gaussian infinitary
processes cannot be represented as ARMA processes (Finch, 1960). On the other hand,
discrete infinitary processes cannot be represented as finite hidden Markov models. The
latter fact is of importance to natural language engineering. Although language engineers
use finite hidden Markov models intensively, there is theoretical and empirical evidence
that better probabilistic language models could be provided by some infinitary processes
(Hilberg, 1990; Debowski, 2005).

In this dissertation, we present some links between the value of excess entropy and
a wide range of asymptotic properties for discrete and Gaussian stationary processes. We
discuss the following topics:

1. Measure-theoretic approach to information theory.

a) Conditional mutual information as a function of o-fields (Gel'fand et al., 1956).

b) Equivalent integral and series expressions for entropy rate and excess entropy.

c) Ergodic decompositions of entropy rate and excess entropy.

2. The properties of stationary discrete processes.

a) The process is infinitary if there is a Bernoulli process whose values can be predicted

arbitrarily well given any sufficiently long section of the process.

b) For any universal code, the expected excess code lengths are infinitely often greater
than finite-order excess entropies. Nevertheless, for almost all stationary processes,
the expected excess code lengths diverge to infinity.

c) We define mappings called spelling and segmentation (przeliterowanie/segmentacja)
which map stationary processes onto differently-valued stationary processes. The
mappings preserve the value of excess entropy under moderate conditions.

3. The properties of stationary Gaussian processes.

Expressing conditional mutual information in terms of partial autocorrelation.
Sufficient conditions for the existence of MA(o0) and AR(co) representations.
Ergodicity and pure nondeterminism of finitary and quasifinitary processes.
Expressing the sum of autocorrelations as a product of partial autocorrelations.
Simple bounds imposed by the values of autocorrelations onto the values of partial
autocorrelations and converse.

ceoge
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f) Examples of ergodic infinitary processes with rapidly decaying autocorrelations.
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