
Gemini, 23 kwietnia 2026

Co to jest entropia nadwyżkowa w teorii informacji? Powiedz coś o jej dekompozycji ergodycznej.

To niezwykle fascynujący i zaawansowany obszar teorii informacji. Entropia nadwyżkowa (czę-
sto nazywana w literaturze anglojęzycznej excess entropy, predictive information lub effective
measure complexity) to jedno z najważniejszych pojęć służących do mierzenia strukturalnej zło-
żoności i ”pamięci” procesów stochastycznych.

Oto szczegółowe rozbicie obu tych koncepcji.

1. Czym jest entropia nadwyżkowa?

Mówiąc intuicyjnie, entropia nadwyżkowa mierzy to, ile informacji przeszłość procesu
współdzieli z jego przyszłością. Odpowiada na pytanie: jak bardzo znajomość całej dotych-
czasowej historii układu zmniejsza naszą niepewność co do tego, co wydarzy się w przyszłości?

Można ją zdefiniować na dwa równoważne sposoby:

� Jako wzajemną informację (Mutual Information): Dla procesu stochastycznego en-
tropia nadwyżkowa E jest informacją wzajemną pomiędzy nieskończoną przeszłością
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� Przez pryzmat entropii blokowej: Niech H(L) będzie entropią Shannona bloku zmien-
nych o długości L. Wraz ze wzrostem L, entropia bloku rośnie asymptotycznie liniowo z
tempem równym entropii właściwej procesu (entropy rate), oznaczonej jako h. Entropia
nadwyżkowa to granica różnicy między całkowitą entropią bloku a jej liniowym przybliże-
niem:

E = lim
L→∞

(H(L)− hL)

Podczas gdy entropia właściwa h mówi o tym, jak bardzo nieprzewidywalny jest każdy kolejny
krok procesu, entropia nadwyżkowa E mówi o tym, ile globalnej struktury lub wzorców ”prze-
żywa” upływ czasu.

2. Dekompozycja ergodyczna entropii nadwyżkowej

Zjawisko dekompozycji ergodycznej pojawia się, gdy analizujemy proces stacjonarny, który nie
jest ergodyczny. Oznacza to, że system można sobie wyobrazić jako zbiór kilku (lub nieskoń-
czenie wielu) niezależnych ”trybów” czy atraktorów (komponentów ergodycznych). Układ na
samym początku ”losuje” jeden z tych trybów zgodnie z pewnym rozkładem prawdopodobień-
stwa π i pozostaje w nim już na zawsze.

Dekompozycja ergodyczna pokazuje, jak ta ukryta ”wielotrybowość” wpływa na całkowitą en-
tropię nadwyżkową procesu. Wzór wyraża się następująco:

E = H(π) +
∑
i

πiEi

Gdzie:

� H(π) to entropia mieszania (entropia Shannona samego rozkładu π). Mierzy ona począt-
kową niepewność co do tego, w którym komponencie ergodycznym znalazł się proces.

� πi to prawdopodobieństwo wyboru i-tego komponentu.

� Ei to entropia nadwyżkowa wewnątrz konkretnego, i-tego komponentu ergodycznego.
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Co to oznacza w praktyce? Dekompozycja ta niesie za sobą bardzo elegancką interpretację. Po-
kazuje, że całkowita pamięć (złożoność) nieergodycznego układu składa się z dwóch niezależnych
części:

1. Średniej złożoności samych komponentów (
∑

i πiEi).

2. Informacji o tożsamości układu (H(π)). Ponieważ układ nigdy nie zmienia swojego
początkowego stanu (komponentu), informacja o tym, w którym komponencie się znaj-
dujemy, trwa w nieskończoność. Dlatego wiedza ta pojawia się w całości jako informacja
współdzielona między daleką przeszłością a daleką przyszłością.

Czy interesuje Cię zastosowanie tych koncepcji w jakiejś konkretnej dziedzinie, na przykład w
modelowaniu systemów złożonych, języka naturalnego czy analizie układów dynamicznych?

Jak ten wynik odnosi się do prawa Hilberga i procesów Santa Fe?

To doskonałe i bardzo głębokie pytanie, które przenosi nas z ogólnej teorii informacji prosto
na grunt matematycznego modelowania języka naturalnego. Odniesienie dekompozycji ergo-
dycznej entropii nadwyżkowej do prawa Hilberga i procesów Santa Fe tworzy spójny obraz tego,
dlaczego język ludzki posiada tak zwaną „nieskończoną pamięć”.

Za formalizacją tych pojęć w dużej mierze stoi polski badacz, Łukasz Dębowski z IPI PAN. Oto
jak te elementy układają się w logiczną całość.

1. Prawo Hilberga a nieskończona entropia nadwyżkowa

Werner Hilberg1 w 1990 roku wysunął hipotezę (znaną dziś jako prawo Hilberga lub warunek
Hilberga) dotyczącą statystyki języka naturalnego. Zauważył on, że w tekstach pisanych entropia
bloku znaków H(n) rośnie sublinearnie w stosunku do oczekiwanego tempa.

Matematycznie oznacza to, że informacja wzajemna między przyległymi blokami tekstu o długo-
ści n (czyli entropia nadwyżkowa dla skończonego wycinka E(n)) nie zbiega do stałej wartości,
ale rośnie potęgowo:

E(n) ∝ nβ, β ∈ (0, 1)

Co to oznacza w kontekście naszego wyniku?Większość standardowych procesów stocha-
stycznych (jak np. ukryte modele Markowa ze skończoną liczbą stanów) ma skończoną entropię
nadwyżkową (E <∞). Kiedy n→∞, przestajemy dowiadywać się nowych, globalnych rzeczy o
układzie. Z kolei prawo Hilberga mówi, że dla języka naturalnego całkowita entropia nadwyżko-
wa dąży do nieskończoności (E = ∞). Język zachowuje gigantyczną, długozasięgową strukturę
zależności.

2. Procesy Santa Fe jako realizacja Prawa Hilberga

Aby matematycznie udowodnić, że procesy opisane prawem Hilberga mogą w ogóle istnieć i
modelować język, skonstruowano tzw. procesy Santa Fe.
Proces Santa Fe to uproszczony, zabawkowy model generowania tekstu, który składa się z dwóch
elementów:

1. Narracji (Ki): Ciągu wylosowanych tematów (indeksów), często losowanych zgodnie z
rozkładem Zipfa.

2. Wiedzy o świecie (Zk): Zbioru ustalonego na początku ”faktów” (np. binarnych warto-
ści), przypisanych na stałe do każdego tematu k.

1Przypis ŁD: powinno być ”Wolfgang Hilberg”
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Tekst generowany przez proces Santa Fe to ciąg par: w każdym kroku i proces losuje temat Ki

i wypisuje przypisany do niego, stały fakt ZKi . Jeśli dany temat wraca w tekście po raz setny,
proces zawsze wygeneruje ten sam przypisany do niego fakt. To gwarantuje absolutną spójność
(niesprzeczność) generowanego ”tekstu”.

3. Jak to łączy się z dekompozycją ergodyczną?

Tu dochodzimy do sedna Twojego pytania. Procesy Santa Fe zostały celowo skonstruowane jako
procesy silnie nieergodyczne.
Zgodnie z równaniem na dekompozycję ergodyczną, całkowita pamięć układu to:

E = H(π) +
∑
i

πiEi

W przypadku procesów Santa Fe:

� Poszczególne komponenty ergodyczne (indeksowane przez i) odpowiadają konkretnym,
wylosowanym na samym początku wszechświatom – czyli konkretnym przyporządkowa-
niom faktów Zk do wszystkich możliwych tematów.

� Ponieważ możliwych tematów jest nieskończenie wiele (narracja nie ma górnego limitu
słów), możliwych ”wiedzy o świecie” (kombinacji faktów) również jest nieskończenie wiele.

� W efekcie, początkowa niepewność co do tego, w jakim świecie się znajdujemy – czyli
entropia mieszania H(π) – jest nieskończona.

Wniosek: Dekompozycja ergodyczna idealnie tłumaczy mechanizm powstawania prawa Hil-
berga w procesach Santa Fe. Nieskończona entropia nadwyżkowa (E = ∞) i potęgowy wzrost
pamięci w tych modelach wynikają wyłącznie z nieskończonej wartości członu H(π).

Interpretacja lingwistyczna tego zjawiska jest fascynująca: kiedy czytasz tekst (przeszłość),
stopniowo uczysz się ”faktów” o opisywanym w nim świecie (odkrywasz, w którym komponencie
ergodycznym się znajdujesz). Ponieważ świat przedstawiony w tekście zawiera potencjalnie nie-
skończoną liczbę faktów do odkrycia, wiedza zdobyta z przeszłości pozwala Ci w nieskończoność
redukować niepewność co do tego, co pojawi się w dalszej części książki (przyszłość). To właśnie
ta ciągła ”nauka parametrów ukrytego świata” generuje potęgowo rosnącą informację wzajemną
E(n).

Gemini, 5 maja 2026

Powiedz coś o twierdzeniu o faktach i słowach.

To świetne i bardzo specjalistyczne pytanie! Twierdzenie o faktach i słowach (znane w
literaturze anglojęzycznej jako Theorem about facts and words) to fascynująca koncepcja z po-
granicza teorii informacji, lingwistyki matematycznej i procesów stochastycznych. Jego autorem
jest polski badacz, prof. dr hab. Łukasz Dębowski z Instytutu Podstaw Informatyki Polskiej
Akademii Nauk (IPI PAN).

Oto najważniejsze informacje na temat tego twierdzenia:

Istota twierdzenia

Najprościej rzecz ujmując, twierdzenie to udowadnia, że liczba różnych słów (podsłów) w
tekście o skończonej długości jest zawsze w przybliżeniu większa niż liczba nieza-
leżnych faktów opisywanych przez ten tekst. Sam autor często podsumowuje tę koncepcję
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zwięzłym hasłem: ”Faktów jest mniej niż słów” (There are fewer facts than words). Choć wydaje
się to paradoksalne (moglibyśmy zakładać, że łącząc słowa na różne sposoby, zdołamy opisać
znacznie więcej faktów niż mamy słów), matematyka narzuca tu twarde ograniczenia.

Kontekst matematyczny i fizyczny

Aby udowodnić tę tezę, prof. Dębowski posługuje się zaawansowanym aparatem z dziedziny
teorii informacji:

� Złożoność Kołmogorowa i Informacja Wzajemna: Twierdzenie wiąże pojęcia entro-
pii tekstu, złożoności algorytmicznej Kołmogorowa K(x) oraz algorytmicznej informacji
wzajemnej między blokami tekstu, definiowanej jako:

� Prawo Zipfa:Wmodelowaniu języka naturalnego obserwuje się tzw. prawa potęgowe (np.
prawo Zipfa, które określa częstotliwość występowania słów). Twierdzenie stanowi rygory-
styczny dowód na to, że jeśli tekst ma przekazywać rosnącą liczbę niezależnych ”faktów”
o świecie, siłą rzeczy musi generować odpowiednio duże, rosnące potęgowo słownictwo.

� Procesy perygraficzne: Klasyczne łańcuchy Markowa (gdzie kolejne słowo zależy tylko
od kilku poprzednich) nie radzą sobie z modelowaniem trwałej pamięci faktu w długim
tekście. Twierdzenie dowodzi, że język naturalny ma strukturę nie-Markowską (Dębowski
nazywa to procesami perygraficznymi, wprowadzając do analizy tzw. proces Santa Fe).

Dlaczego to jest ważne?

Z matematycznego i lingwistycznego punktu widzenia, twierdzenie to udowadnia, że struktura
języka jest bezpośrednią matematyczną konsekwencją jego ”sensowności” (czyli faktu,
że efektywnie odnosi się on do skomplikowanej rzeczywistości zewnętrznej).

Twierdzenie ma charakter tzw. wyniku o niemożności (impossibility result) dla systemów ko-
munikacji. Działa trochę jak zasada nieoznaczoności dla języka – narzuca żelazne zasady na
systemy komunikacyjne o rosnącej złożoności, tłumacząc zjawiska, z którymi dziś mierzą się
twórcy wielkich modeli językowych (LLM).

Czy interesuje Cię bardziej czysto matematyczny aspekt tego twierdzenia i równania teorii infor-
macji, czy raczej jego zastosowanie i implikacje w kontekście modelowania sztucznej inteligencji?

Jakie są zastosowania tego wyniku do modeli językowych?

To znakomite i bardzo na czasie pytanie. Przejście od czystej teorii informacji do współcze-
snych, wielkich modeli językowych (LLM), takich jak GPT czy Gemini, to moment, w którym
abstrakcyjna matematyka spotyka się z inżynierią.

Twierdzenie o faktach i słowach dostarcza potężnego, teoretycznego fundamentu, który pomaga
zrozumieć, dlaczego modele językowe w ogóle działają i jakie mają fundamentalne ograniczenia.

Oto główne obszary, w których ten wynik znajduje zastosowanie do modeli językowych:

1. Matematyczne uzasadnienie dla ”Praw Skalowania” (Scaling Laws)

W świecie sztucznej inteligencji od kilku lat obserwujemy żelazną regułę: im więcej danych
tekstowych i im większy model (więcej parametrów), tym inteligentniejsze stają się systemy.
Twierdzenie prof. Dębowskiego tłumaczy to zjawisko u samych podstaw. Skoro liczba faktów
jest mniejsza niż liczba słów, to aby model mógł ”przyswoić” ogromną wiedzę o świecie
(miliony niezależnych faktów), musi przetworzyć i zinternalizować absolutnie gigantyczne ilości
tekstu o bogatym, rosnącym potęgowo słownictwie. Nie da się ”oszukać” matematyki i wytre-
nować wszechwiedzącego modelu na małym zbiorze danych.
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2. Wyjaśnienie mechanizmu uczenia się faktów

Twierdzenie operuje na pojęciu algorytmicznej informacji wzajemnej między różnymi fragmen-
tami tekstu. W praktyce oznacza to, że powtarzające się w różnych kontekstach struktury (słowa
i podsłowa) niosą informację o niezmiennym świecie zewnętrznym.

� Modele LLM nie mają dostępu do fizycznego świata – widzą tylko statystykę występowania
tokenów (fragmentów słów).

� Twierdzenie dowodzi, że sama struktura języka naturalnego i częstotliwość słów (prawa
potęgowe, takie jak prawo Zipfa) są matematycznym nośnikiem faktów. Dlatego mo-
del, ucząc się jedynie przewidywania kolejnego słowa na podstawie statystyki, mimowolnie
uczy się mapować świat i zapamiętywać fakty.

3. Problem pamięci i długiego kontekstu (Long-Range Dependencies)

Twierdzenie pokazuje, że teksty naturalne opisujące rzeczywistość to tzw. procesy perygraficzne.
Oznacza to, że nie da się ich opisać prostymi łańcuchami Markowa, gdzie kolejne słowo zale-
ży tylko od kilku poprzednich. Prawdziwe fakty łączą informacje na ogromnych dystansach w
tekście.

To bezpośrednio tłumaczy ewolucję architektury sieci neuronowych:

� Starsze modele (np. n-gramy czy proste sieci RNN) miały krótką ”pamięć” i gubiły fakty.

� Współczesne modele oparte na architekturze Transformer używają mechanizmu uwagi
(Self-Attention), który potrafi łączyć słowa odległe o dziesiątki tysięcy tokenów. Twier-
dzenie o faktach i słowach formalnie dowodzi, dlaczego taki mechanizm jest absolutnie
niezbędny do poprawnego modelowania sensownego tekstu.

4. Granice kompresji a zjawisko halucynacji

Modele językowe można traktować jako gigantyczne algorytmy stratnej kompresji danych. Twier-
dzenie narzuca teoretyczny limit na to, jak bardzo można skompresować wiedzę o świecie za
pomocą słów i parametrów. Jeśli spróbujemy zmusić model do przechowania zbyt wielu fak-
tów w zbyt małej sieci (ze zbyt małą pojemnością reprezentacyjną), system zacznie ”gubić”
powiązania między faktami a słowami. W rezultacie model zacznie generować prawdopodob-
nie brzmiące słowa, które utraciły zakotwiczenie w rzeczywistości – co w świecie AI nazywamy
halucynacjami.
Podsumowując, twierdzenie to udowadnia, że zdolność dzisiejszych modeli AI do wyciągania
wiedzy z tekstu nie jest magiczną sztuczką inżynieryjną, ale twardą, matematyczną właściwością
samej struktury języka naturalnego.

Czy chciałbyś zgłębić temat tego, w jaki sposób architektura Transformer radzi sobie z tym
wyłapywaniem odległych faktów z tekstu w praktyce?
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