Gemini, 23 kwietnia 2026

Co to jest entropia nadwyzkowa w teorii informacji? Powiedz cos o jej dekompozycji ergodycznej.

To niezwykle fascynujacy i zaawansowany obszar teorii informacji. Entropia nadwyzkowa (cze-
sto nazywana w literaturze anglojezycznej excess entropy, predictive information lub effective
measure complezity) to jedno z najwazniejszych poje¢ shuzacych do mierzenia strukturalnej zto-
zonosci 1 "pamieci” proceséw stochastycznych.

Oto szczegdlowe rozbicie obu tych koncepcji.
1. Czym jest entropia nadwyzkowa?

Mowiac intuicyjnie, entropia nadwyzkowa mierzy to, ile informacji przeszlo$¢ procesu
wspoéldzieli z jego przyszloscia. Odpowiada na pytanie: jak bardzo znajomosé catej dotych-
czasowej historii uktadu zmniejsza nasza niepewnoéé¢ co do tego, co wydarzy sie w przysztosci?

Mozna ja zdefiniowaé na dwa réwnowazne sposoby:

e Jako wzajemna informacje (Mutual Information): Dla procesu stochastycznego en-
tropia nadwyzkowa F jest informacja wzajemna pomiedzy nieskonczong przesztoécia X a

nieskonczona przysztoscia X:
E=1I(X;X)

e Przez pryzmat entropii blokowej: Niech H (L) bedzie entropia Shannona bloku zmien-
nych o dlugosci L. Wraz ze wzrostem L, entropia bloku rosnie asymptotycznie liniowo z
tempem réwnym entropii wlasciwej procesu (entropy rate), oznaczonej jako h. Entropia
nadwyzkowa to granica réznicy miedzy catkowita entropia bloku a jej liniowym przyblize-
niem:

E = lim (H(L)— hL)
L—oo
Podczas gdy entropia wlasciwa h mowi o tym, jak bardzo nieprzewidywalny jest kazdy kolejny
krok procesu, entropia nadwyzkowa E méwi o tym, ile globalnej struktury lub wzorcéw ” prze-
zywa” uplyw czasu.

2. Dekompozycja ergodyczna entropii nadwyzkowej

Zjawisko dekompozycji ergodycznej pojawia sie, gdy analizujemy proces stacjonarny, ktéry nie
jest ergodyczny. Oznacza to, ze system mozna sobie wyobrazié¢ jako zbiér kilku (lub nieskon-
czenie wielu) niezaleznych ”trybéw” czy atraktoréw (komponentéw ergodycznych). Uklad na
samym poczatku ”losuje” jeden z tych trybow zgodnie z pewnym rozkladem prawdopodobien-
stwa 7 1 pozostaje w nim juz na zawsze.

Dekompozycja ergodyczna pokazuje, jak ta ukryta ”wielotrybowosé” wplywa na catkowity en-
tropie nadwyzkowa procesu. Wzér wyraza si¢ nastepujaco:

E=H(m)+ > mkE;

Gdzie:

e H(7) to entropia mieszania (entropia Shannona samego rozkladu 7). Mierzy ona poczat-
kowa niepewno$é¢ co do tego, w ktorym komponencie ergodycznym znalazl sie proces.

e 7; to prawdopodobienstwo wyboru i-tego komponentu.

e F; to entropia nadwyzkowa wewnatrz konkretnego, i-tego komponentu ergodycznego.



Co to oznacza w praktyce? Dekompozycja ta niesie za sobg bardzo elegancks interpretacje. Po-
kazuje, ze calkowita pamieé (zlozonosé) nieergodycznego uktadu sktada sie z dwdch niezaleznych
czesci:

1. Sredniej ztozonosci samych komponentéw (3, 7 E;).

2. Informacji o tozsamosci ukladu (H(7)). Poniewaz uktad nigdy nie zmienia swojego
poczatkowego stanu (komponentu), informacja o tym, w ktérym komponencie si¢ znaj-
dujemy, trwa w nieskonczono$é¢. Dlatego wiedza ta pojawia sie w calosci jako informacja
wspoldzielona miedzy daleka przesztoscia a daleka przyszlodcia.

Czy interesuje Cie zastosowanie tych koncepcji w jakiej$ konkretnej dziedzinie, na przyktad w
modelowaniu systemow zlozonych, jezyka naturalnego czy analizie ukladéw dynamicznych?

Jak ten wynik odnosi sie do prawa Hilberga i proceséw Santa Fe?

To doskonale i bardzo glebokie pytanie, ktére przenosi nas z ogdlnej teorii informacji prosto
na grunt matematycznego modelowania jezyka naturalnego. Odniesienie dekompozycji ergo-
dycznej entropii nadwyzkowej do prawa Hilberga i proceséw Santa Fe tworzy spdjny obraz tego,
dlaczego jezyk ludzki posiada tak zwana ,nieskonczong pamiec”.

Za formalizacja tych poje¢ w duzej mierze stoi polski badacz, FLukasz Debowski z IPT PAN. Oto
jak te elementy uktadaja sie w logiczna catosé.

1. Prawo Hilberga a nieskonczona entropia nadwyzkowa

Werner Hilberg! w 1990 roku wysunal hipoteze (znana dzié jako prawo Hilberga lub warunck
Hilberga) dotyczaca statystyki jezyka naturalnego. Zauwazyt on, ze w tekstach pisanych entropia
bloku znakéw H (n) rosnie sublinearnie w stosunku do oczekiwanego tempa.

Matematycznie oznacza to, ze informacja wzajemna miedzy przylegtymi blokami tekstu o dtugo-
ci n (czyli entropia nadwyzkowa dla skonczonego wycinka F(n)) nie zbiega do stalej wartosci,
ale ro$nie potegowo:

E(n) «xn”, pe(0,1)

Co to oznacza w konteksScie naszego wyniku? Wiekszos¢ standardowych proceséw stocha-
stycznych (jak np. ukryte modele Markowa ze skonczona liczba stanéw) ma skoniczona entropie
nadwyzkowa (E < 00). Kiedy n — 0o, przestajemy dowiadywaé si¢ nowych, globalnych rzeczy o
ukladzie. Z kolei prawo Hilberga méwi, ze dla jezyka naturalnego catkowita entropia nadwyzko-
wa dazy do nieskonczonoéci (E = oo). Jezyk zachowuje gigantyczna, dlugozasiegowa strukture
zaleznosci.

2. Procesy Santa Fe jako realizacja Prawa Hilberga

Aby matematycznie udowodnié, ze procesy opisane prawem Hilberga moga w ogdle istnie¢ i
modelowaé jezyk, skonstruowano tzw. procesy Santa Fe.

Proces Santa Fe to uproszczony, zabawkowy model generowania tekstu, ktory sktada sie z dwoch
elementéw:

1. Narracji (K;): Ciagu wylosowanych tematéw (indekséw), czesto losowanych zgodnie z
rozkladem Zipfa.

2. Wiedzy o $wiecie (Zy): Zbioru ustalonego na poczatku ”faktéw” (np. binarnych warto-
$ci), przypisanych na stale do kazdego tematu k.

'Przypis LD: powinno byé ” Wolfgang Hilberg”



Tekst generowany przez proces Santa Fe to ciag par: w kazdym kroku i proces losuje temat K;
i wypisuje przypisany do niego, staly fakt Zg,. Jedli dany temat wraca w tekscie po raz setny,
proces zawsze wygeneruje ten sam przypisany do niego fakt. To gwarantuje absolutng sp6jnosé
(niesprzeczno$é) generowanego ”tekstu”.

3. Jak to laczy sie z dekompozycja ergodyczna?

Tu dochodzimy do sedna Twojego pytania. Procesy Santa Fe zostaly celowo skonstruowane jako
procesy silnie nieergodyczne.

Zgodnie z rownaniem na dekompozycje ergodyczna, caltkowita pamieé uktadu to:

EZH(?T)—FZTFZ'EZ‘

W przypadku proceséw Santa Fe:

e Poszczegblne komponenty ergodyczne (indeksowane przez i) odpowiadaja konkretnym,
wylosowanym na samym poczatku wszech§wiatom — czyli konkretnym przyporzadkowa-
niom faktéow Zp do wszystkich mozliwych tematéw.

e Poniewaz mozliwych tematéw jest nieskonczenie wiele (narracja nie ma gérnego limitu
stéw), mozliwych ”wiedzy o $wiecie” (kombinacji faktéw) réwniez jest nieskonczenie wiele.

e W efekcie, poczatkowa niepewnosé¢ co do tego, w jakim Swiecie sie znajdujemy — czyli
entropia mieszania H(7) — jest nieskonczona.

Whniosek: Dekompozycja ergodyczna idealnie tlumaczy mechanizm powstawania prawa Hil-
berga w procesach Santa Fe. Nieskonczona entropia nadwyzkowa (E = 0o) i potegowy wzrost
pamieci w tych modelach wynikaja wylacznie z nieskoniczonej wartosci cztonu H (7).

Interpretacja lingwistyczna tego zjawiska jest fascynujaca: kiedy czytasz tekst (przesztosé),
stopniowo uczysz si¢ ”faktéw” o opisywanym w nim $wiecie (odkrywasz, w ktérym komponencie
ergodycznym sie znajdujesz). Poniewaz Swiat przedstawiony w tekscie zawiera potencjalnie nie-
skonczong liczbe faktéw do odkrycia, wiedza zdobyta z przesztosci pozwala Ci w nieskonczonosé
redukowaé niepewnosé co do tego, co pojawi sie w dalszej czesci ksiazki (przysztoéé). To wlasnie
ta ciggla "nauka parametréw ukrytego $wiata” generuje potegowo rosnacg informacje wzajemna

Gemini, 5 maja 2026

Powiedz co$ o twierdzeniu o faktach i stowach.

To $wietne i bardzo specjalistyczne pytanie! Twierdzenie o faktach i stlowach (znane w
literaturze anglojezycznej jako Theorem about facts and words) to fascynujaca koncepcja z po-
granicza teorii informacji, lingwistyki matematycznej i proceséw stochastycznych. Jego autorem
jest polski badacz, prof. dr hab. Fukasz Debowski z Instytutu Podstaw Informatyki Polskiej
Akademii Nauk (IPI PAN).

Oto najwazniejsze informacje na temat tego twierdzenia:
Istota twierdzenia

Najprosciej rzecz ujmujac, twierdzenie to udowadnia, ze liczba réznych stéw (podstéw) w
tekscie o skonczonej dlugosci jest zawsze w przyblizeniu wieksza niz liczba nieza-
leznych faktoéw opisywanych przez ten tekst. Sam autor czesto podsumowuje te koncepcje



zwieztym hastem: ”Faktow jest mniej niz stow” (There are fewer facts than words). Cho¢ wydaje
si¢ to paradoksalne (moglibySmy zakladaé, ze taczac stowa na rézne sposoby, zdolamy opisaé
znacznie wiecej faktow niz mamy stéw), matematyka narzuca tu twarde ograniczenia.

Kontekst matematyczny i fizyczny

Aby udowodnié¢ te teze, prof. Debowski postuguje sie zaawansowanym aparatem z dziedziny
teorii informacji:

e Zlozonos$é Kolmogorowa i Informacja Wzajemna: Twierdzenie wigze pojecia entro-
pii tekstu, zlozonosci algorytmicznej Kolmogorowa K (z) oraz algorytmicznej informacji
wzajemnej miedzy blokami tekstu, definiowanej jako:

e Prawo Zipfa: W modelowaniu jezyka naturalnego obserwuje sie tzw. prawa potegowe (np.
prawo Zipfa, ktére okresla czestotliwo$é wystepowania stéw). Twierdzenie stanowi rygory-
styczny dowdd na to, ze jesli tekst ma przekazywac rosnaca liczbe niezaleznych ”faktow”
o $wiecie, sila rzeczy musi generowaé¢ odpowiednio duze, rosnace potegowo stownictwo.

e Procesy perygraficzne: Klasyczne tancuchy Markowa (gdzie kolejne stowo zalezy tylko
od kilku poprzednich) nie radza sobie z modelowaniem trwalej pamieci faktu w diugim
tekscie. Twierdzenie dowodzi, ze jezyk naturalny ma strukture nie-Markowska (Debowski
nazywa to procesami perygraficznymi, wprowadzajac do analizy tzw. proces Santa Fe).

Dlaczego to jest wazne?

7 matematycznego i lingwistycznego punktu widzenia, twierdzenie to udowadnia, ze struktura
jezyka jest bezposrednia matematyczng konsekwencja jego ”sensownosci” (czyli faktu,
ze efektywnie odnosi sie on do skomplikowanej rzeczywistosci zewnetrznej).

Twierdzenie ma charakter tzw. wyniku o niemoznosci (impossibility result) dla systeméw ko-
munikacji. Dziala troche jak zasada nieoznaczonosci dla jezyka — narzuca zelazne zasady na
systemy komunikacyjne o rosnacej ztozonosci, tltumaczac zjawiska, z ktérymi dzi§ mierza sie
twércy wielkich modeli jezykowych (LLM).

Czy interesuje Cie bardziej czysto matematyczny aspekt tego twierdzenia i réwnania teorii infor-
macji, czy raczej jego zastosowanie i implikacje w kontekscie modelowania sztucznej inteligencji?

Jakie sq zastosowania tego wyniku do modeli jezykowych?

To znakomite i bardzo na czasie pytanie. Przejscie od czystej teorii informacji do wspotcze-
snych, wielkich modeli jezykowych (LLM), takich jak GPT czy Gemini, to moment, w ktérym
abstrakcyjna matematyka spotyka sie z inzynieria.

Twierdzenie o faktach i stowach dostarcza poteznego, teoretycznego fundamentu, ktéry pomaga
zrozumieé, dlaczego modele jezykowe w ogdle dzialaja i jakie majg fundamentalne ograniczenia.

Oto gléwne obszary, w ktérych ten wynik znajduje zastosowanie do modeli jezykowych:
1. Matematyczne uzasadnienie dla ”Praw Skalowania” (Scaling Laws)

W $wiecie sztucznej inteligencji od kilku lat obserwujemy zelazna regule: im wiecej danych
tekstowych i im wigkszy model (wiecej parametréw), tym inteligentniejsze staja sie systemy.
Twierdzenie prof. Debowskiego tlumaczy to zjawisko u samych podstaw. Skoro liczba faktéw
jest mniejsza niz liczba sléw, to aby model méglt ”przyswoié” ogromng wiedze o $wiecie
(miliony niezaleznych faktéw), musi przetworzy¢ i zinternalizowaé absolutnie gigantyczne ilosci
tekstu o bogatym, rosnacym potegowo stownictwie. Nie da sie ”oszuka¢” matematyki i wytre-
nowa¢ wszechwiedzacego modelu na matym zbiorze danych.



2. Wyjasnienie mechanizmu uczenia sie faktow

Twierdzenie operuje na pojeciu algorytmicznej informacji wzajemnej miedzy réznymi fragmen-
tami tekstu. W praktyce oznacza to, ze powtarzajace si¢ w roznych kontekstach struktury (stowa
i podstowa) niosa informacje o niezmiennym S$wiecie zewnetrznym.

e Modele LLM nie maja dostepu do fizycznego swiata — widza tylko statystyke wystepowania
tokenéw (fragmentéw stow).

e Twierdzenie dowodzi, ze sama struktura jezyka naturalnego i czestotliwo$¢ stéw (prawa
potegowe, takie jak prawo Zipfa) sa matematycznym nosénikiem faktéw. Dlatego mo-
del, uczac sie¢ jedynie przewidywania kolejnego stowa na podstawie statystyki, mimowolnie
uczy sie mapowaé Swiat i zapamietywaé fakty.

3. Problem pamieci i dlugiego kontekstu (Long-Range Dependencies)

Twierdzenie pokazuje, ze teksty naturalne opisujace rzeczywistos¢ to tzw. procesy perygraficzne.
Oznacza to, ze nie da sie ich opisaé prostymi tancuchami Markowa, gdzie kolejne stowo zale-
zy tylko od kilku poprzednich. Prawdziwe fakty tacza informacje na ogromnych dystansach w
tekscie.

To bezposrednio ttumaczy ewolucje architektury sieci neuronowych:
e Starsze modele (np. n-gramy czy proste sieci RNN) mialy krétka ”pamie¢” i gubily fakty.

e Wspdlczesne modele oparte na architekturze Transformer uzywaja mechanizmu uwagi
(Self-Attention), ktéry potrafi taczyé stowa odlegle o dziesiatki tysiecy tokenéw. Twier-
dzenie o faktach i slowach formalnie dowodzi, dlaczego taki mechanizm jest absolutnie
niezbedny do poprawnego modelowania sensownego tekstu.

4. Granice kompresji a zjawisko halucynacji

Modele jezykowe mozna traktowaé jako gigantyczne algorytmy stratnej kompresji danych. T'wier-
dzenie narzuca teoretyczny limit na to, jak bardzo mozna skompresowaé¢ wiedze o §wiecie za
pomocy stéw i parametrow. Jedli sprobujemy zmusi¢ model do przechowania zbyt wielu fak-
téw w zbyt malej sieci (ze zbyt mala pojemnoscia reprezentacyjna), system zacznie ”gubi¢”
powigzania miedzy faktami a stowami. W rezultacie model zacznie generowaé¢ prawdopodob-
nie brzmiace stowa, ktére utracily zakotwiczenie w rzeczywistoéci — co w $wiecie Al nazywamy
halucynacjami.

Podsumowujac, twierdzenie to udowadnia, ze zdolnoéé¢ dzisiejszych modeli Al do wyciagania
wiedzy z tekstu nie jest magiczng sztuczka inzynieryjna, ale twarda, matematyczna wlasciwoscia
samej struktury jezyka naturalnego.

Czy chcialby$ zglebi¢ temat tego, w jaki sposoéb architektura Transformer radzi sobie z tym
wylapywaniem odlegtych faktéw z tekstu w praktyce?



