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W eksperymentach obliczeniowych w statystycznym modelowaniu jezyka naturalnego
obserwuje sie wielkoskalowe ogony potegowe krzywych uczenia [5, 7, 8, 9]. Réznica mie-
dzy intensywnos$ciag entropii krzyzowej modelu statystycznego a intensywno$cia entropii
jezyka maleje jak potega ilosci danych uczacych. Obserwacja ta jest réwnowazna wzro-
stowi potegowemu informacji wzajemnej miedzy rosngcymi blokami tekstu — pierwsza
wzmianka tej prawidlowosci pochodzi z pracy [6], por. [1]. Wzrost potegowy wystepuje w
przypadku jezykow tak réznorodnych jak angielski, francuski, rosyjski, chinski, koreanski
i japonski. Co wiecej, obserwuje si¢ niezalezna od jezyka wartos¢ wyktadnika: informacja
wzajemna miedzy dwoma blokami dtugosci n jest proporcjonalna do n%® [8, 9].

Anonsujemy matematyczng teorie tego zjawiska, ktora rozwijamy od pewnego czasu.
Wigkszos¢ wynikéw badan podsumowaliémy w monografii [3] 1 artykutach [2, 4]. Central-
nym elementem teorii krzywych uczenia o zaniku potegowym jest twierdzenie postaci:

Liczba niezaleznych faktow opisanych w skonczonym tekscie jest w przyblizeniu
mniejsza niz liczba roznych stow uzytych w tym tekscie.

Tego rodzaju stwierdzenie nazywamy twierdzeniem o faktach i stowach. Twierdzenie o
faktach i stowach jest wynikiem, ktory dotyczy dowolnego dyskretnego procesu stacjonar-
nego i wigze dekompozycje ergodyczng z semantyka i statystyka.

Wynik ten wydaje sie paradoksalny, gdyz mozna by sadzi¢, ze taczac stowa, daje sie
wyrazi¢ znaczaco wiecej niezaleznych faktow. Twierdzenie to jednak tatwo jest udowodnic,
przyjmujac dos¢ naturalne definicje faktow i stow. Idee sg nastepujace:

Preliminaria: Rozpatrujemy dyskretny proces stacjonarny (X;);ez. Bloki zmiennych
losowych oznaczamy XJ’? = (X, Xji1, ..., Xi). Entropia Shannona zmiennej dyskretnej
X to H(X) := E [ log P(X)], gdzie EY to warto$¢ oczekiwana Y. Istnieje granica na-
zywana intensywnos$ciq entropii h := nlljg@ H(XT)/n. Efekty potegowe opisuje wykladnik

1
Hilberga hilb S(n) := llim sup O{gg(n)] . Na przyktad wyktadnik redundancji to
n—oo n—00 ogn
Jr
B = hilb [H(X}) — hn]. 1)

Warunek 3 > 0 nazywamy prawem Hilberga, na cze$é¢ autora pracy [6].

Fakty i wykladnik redundancji: Proces stacjonarny (X;);cz o bezatomowym o-
ciele niezmienniczym nazywamy mocno nieergodycznym. W tym przypadku, niech (Zy)xen
bedzie procesem Bernoulli(%) mierzalnym wzgledem tego o-ciata niezmienniczego. Zmien-
ne Zj nazywamy faktami, bo nie zaleza od czasu. Méwimy, ze skonczony tekst x' opisuje
poczatkowych faktéw wedtug funkcji g, jezeli [4+1 = Uy(2}) := min{k € N : g(k, 2}) # Z;}.
Dla mocno nieergodycznego procesu (X;);ez i dowolnej funkeji g, zachodzi dolne ograni-
czenie wyktadnika redundancji przez liczbe opisanych faktow

hilb BT, (X7) < 8. (2)



Proces Santa Fe: Pojecie faktow warto zilustrowaé prostym przyktadem mocno nie-
ergodycznego procesu nazwanego procesem Santa Fe [2]. Niech (K;);cz bedzie procesem
IID o wartosciach w liczbach naturalnych i rozkladzie Zipfa P(K; = k) ~ k™%, gdzie
o > 1. Niech proces (Zi)ren bedzie Bernoulli(3). Proces Santa Fe (X;)iez to ciag par

Xi = (Ki, Zx,). (3)

Proces Santa Fe jest uproszczonym modelem tekstu, ktory sktada sie z losowych stwierdzen
postaci ,k-ty fakt ma wartos¢ Z,”. Stwierdzenia te sa niesprzeczne. To znaczy, jezeli
stwierdzenia X; oraz X; opisuja ten sam fakt (K; = K), to przypisuja mu t¢ sama wartosé
(Zk, = Zk;). Ktadac g(k,27) := z, jedli (k,z) € 27 i (k,1 — 2) & 27, oraz g(k,27) := 2
dla innych (k,27), otrzymujemy prawo potegowe hilb E Uy(X7) =1/a € (0,1).

Stowa i informacja wzajemna: Rozpatrujemy procesy stacjonarne (X;);ez nad al-
fabetem D-arnym. Maksimum wiarogodnosci (ML) w klasie proceséw Markowa to

B(ket) = max [ Quilelsh), Qi) >0, SQwlih=1 @

i—k+1

Rozwazamy tez liczbe podstow V (k|zt) := # {xsz 0<i<n— k} Penalizowane mak-
P(k|o7 1 1

simum wiarogodnosci (PML) to P(z7) := w, max m, gdzie wy := R

oraz log Z(k|z7) = klog D + DV (k|z7)(logn + 6). Poniewaz 2,>0 > on P(27) < 1, za-

chodzi E K(X7) > H(X7}) dla entropii PML K(u) := —logP(u). Mamy tez mocng i

staba uniwersalno$c, nhrglo K(X7)/n = h pnp. i w L. Stad wyktadnik redundancji jest
ograniczony przez informacje wzajemng PML J(u,v) := K(u) + K(v) — K(u,v) jako

8 < hilb [E K (X}) — hn] = hilb B J(X3 X20,). (5)

Statystyka M (z') := min {k > 0: P(k|a}) > ]P(:c’f)} jest zgodnym i asymptotycznie nie-
obcigzonym estymatorem rzedu Markowa. Mamy nhr{)lo M(X}) = M pnp. i w L, gdzie

M = inf {k >0: H(X| X7} = h} oraz H(X|Y) := H(X,Y) — H(Y). Poniewaz zacho-
dzi nieréwno$é M (x})K (x}) < nlogn, zachodzi tez ograniczenie

log D
hilb E J(X™: X2 ) < hilb E |DV(X7) 4+ 962
ilb E J(XT; X.H) ni}% V( 1)+K(X{L) ) (6)

n—oo

gdzie liczba podstow Markowa jest zdefiniowana jako V(z7) := V(M (z})|z}). Potegowy
wzrost statystyki V(z7) ~ n®® obserwuje si¢ dla jezyka naturalnego.
Laczac nieréwnosci , i @, otrzymujemy twierdzenie o faktach i stowach.
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