WYKLAD: Klasyfikacja logistyczna

Zaawansowane Metody Uczenia Maszynowego



Rozpatrywane dotad metody klasyfikacji:

® | DA Fishera (liniowa reguta klasyfikacyjna);

® Reguta Bayesowska (jej wersja empiryczna dla rozktadéw
normalnych ze wsp6lna macierza ¥ pokrywa sie z LDA).

Inne metody liniowe ?

Klasyfikacja logistyczna oparta na modelu regresji logistycznej.

Jedno z zastosowan: reklamy pojawiajace sie na stronie sg dobierane na
podstawie modelu regresji logistycznej/probitowej gdzie zmiennymi
objasniajacymi sg stowa kluczowe.




Regresja logistyczna
e

P(Y =1|x) = n(x) = E(Y|x) x € RP

m(x) — modelujemy zalezno$¢ 7 od x, a nie Y od x.

7(x)
1—m7(x)

logit(7(x)) := log( ) = B'%,

]
(%) = exp(8'x)

1+ exp(B'x)



Metody estymacji

® Metoda najwiekszej wiarogodnosci (iteracyjna procedura IWLS:
dopasowanie modeli liniowych metoda WNK)

® Estymator Blyth'a zmniejszajacy obcigzenie estymatora ﬁNW;

® regularyzowany estymator Lasso

P
argming{—2 x log £ + )\Z |bi] }
i=1

i rézne jego warianty.



Model logistyczny dla Y o g wartosciach

Wybieramy populacje referencyjna np. ostatnig (o numerze g)

PR
B olgh) Pt
PR
plah) P2
p(g—1|x)_ ™
by

B; = (Bio, Bin - - - » Bip)’
Nieznane parametry: 31, ... ,,6;71 € RPTL, facznie (g — 1)(p+ 1)
parametréw jednowymiarowych.

Uwaga W pakiecie R jako populacja referencyjna wybierana jest ta,
ktérej nazwa jest pierwsza w porzadku leksykograficznym.



Estymacja parametréw metodg NW: 3, ... ,Bg_l — p(1]x),. .., p(g]x)

~l
N ex X
p(k|x) = p(ﬁk)  k=1,....g-1
1+ 5% " exp(B;x)
X 1
Pglx) =

1+ 5 exp(B1x)

Reguta dyskryminacyjna
Reguta bayesowska oparta na estymatorach otrzymanych w modelu
logistycznym:

Klasyfikuj do populacji / gdzie | = argmax p(i]x)

Zauwazmy, ze w modelu logistycznym w naturalny sposéb otrzymujemy
oszacowania interesujacych prawdopodobienstw aposteriori i nie ma
potrzeby oddzielnej estymacji m; i p(x|i).



Nota bene

Jesli p(x|i): gestos¢ rozktadu N(m;,X)i=1,... k.
to
p(klx) 1 Tk

P = 20 me)' = fmg)— xm) T g ) log T =

1 1
E(mk —my) T x — E(mk +m,)T L (my —m,) + log ~~
Tg

ma postaé 3} x.
Ta zaleznos$¢ byta réwniez wykorzystywana w metodzie LDA.

Czym zatem réznia sie te dwie metody?



Sposobem estymacji parametréw.

W regresji logistycznej maksymalizujemy (g = 2)
n
L=T]P(Y =1X=x)"(1 - P(Y = 1|X = x;))*
i=1

To jest warunkowa funkcja wiarogodnosci p(yi, . . ., ya|X = x)
wykorzystujaca jedynie warunkowy rozktad Y pod warunkiem X.
(brzegowy rozktad X nie odgrywa tu roli, nic o nim nie zaktadamy!)

W przypadku LDA gestos¢ p(X = x, Y = k) ma postaé

p(X, k) = ¢(X, Hk7 z),]Tk

Maksymalizacja petnej funkcji wiarogodnosci o postaci

n

[= H p(xi,yi)

i=1



prowadzi do rozpatrywanych poprzednio estymatoréw

A

;=X

. -
Y = n—g;(nkil)sk

A n;
T = —
n
Mozna spodziewac sie, ze regresja logistyczna nie jest tak czuta na duze

odstepstwa od normalnosci i réwnos¢ macierzy kowariancji jak LDA.



Odporno$é na zta specyfikacje modelu

Regresja logistyczna dobrze estymuje kierunek prawdziwego wektora 3,
nawet gdy model jest zle wyspecyfikowany dla predyktoréw normalnych.

|
Twierdzenie (Ruud(83), Brillinger (1983)) Niech dane beda generowane
przez model binarny P(Y = 1|X = x) = g(ao + (yx), gdzie q jest
niekoniecznie funkcja logistyczna. Jesli predyktory maja rozktad normalny
i B estymator w dopasowanym modelu logistycznym, to

BML ~ 1o

( ,@ML w przyblizeniu wspétliniowy z p). Podobny wynik prawdziwy dla
dopasowania modelu liniowego do modelu binarnego !



Dane earthquake

Dopasujemy model logistyczny popn ~ body + surface. Tworzymy nowa
ramke danych z zero-jedynkowa zmienng y zamiast popn. Dla
dopasowania modelu logistycznego y ~ body + surface wykorzystywana
funkcja glm.

Opcja family=binomial specyfikuje model logistyczny.

earthquake = read.table("earthquake.txt", header=TRUE)

equake = data.frame(y=ifelse(earthquake$popn=="equake", 0, 1),
body=earthquake$body, surface=earthquake$surface)

g2 = glm(y~ body + surface, data=equake, family=binomial)



Wykres rozproszenia danych earthquake z obszarami klasyfikacji
wyznaczonymi przy uzyciu klasyfikacji logistycznej (linia ciagta) i LDA
(linia przerywana).
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Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept) -1151.09 1000874.08 -0.001 0.999
body 276.21 190711.00 0.001 0.999
surface -98.01 118520.53 -0.001 0.999

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 3.5924e+01 on 28 degrees of freedom
Residual deviance: 3.7043e-09 on 26 degrees of freedom
AIC: 6

Warto$¢ odchylenia resztowego (residual deviance) jest bardzo mata i
wskazuje na bardzo dobre dopasowanie, gdy jednoczesnie wyniki testu t
méwia o nieistotnosci obu zmiennych. Taka paradoksalna sytuacja
wystepuje czesto przy liniowej separowalnosci klas, gdy estymatory
wspdtczynnikdw w modelu regresji logistycznej i ich btedy standardowe
zachowuja sie niestabilnie (p(1]x;) ~ 1,0, i =1,...,n = ||3||-duza).



Tabelka i procent poprawnych reklasyfikacji.

Ypred =ifelse(g2$fitted.values < 0.5, 0, 1)
# klasyfikacja do klasy 1 dla prawd. aposteriori klasy 1 < 0,5.

print(kl =table(equake$y, Ypred))
print(procent= sum(diag(kl)) / sum(kl))

Ypred
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Dziatanie klasyfikatora logistycznego rézni sie od klasyfikatora LDA:
pierwszy z nich klasyfikuje bezbtednie wszystkie elementy préby uczacej
(sytuacja liniowo separowalnych klas). Nie nalezy wyciaga¢ stad wniosku,
ze klasyfikator logistyczny bedzie dziatat lepiej dla nowych obserwacji.



Dane urine, wybdr zmiennych w klasyfikacji.

Zmienna presence jest zmienng grupujaca, pozostate atrybuty: wartosci
pomiaréw fizyko-chemicznych moczu. Model logistyczny presence ~
sg+ph+mosm+mmho+urea+calcium

urine.glm=glm(presence ~ ., family = binomial, data = urine)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept) -355.33771 222.76696 -1.595 0.11069

sg 355.94379 222.11004 1.603 0.10903
ph -0.49570 0.56976 -0.870 0.38429
mosm 0.01681 0.01782 0.944 0.34536
mmho -0.43282 0.25123 -1.723 0.08493
urea -0.03201 0.01612 -1.986 0.04703
calcium 0.78369 0.24216  3.236 0.00121

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 105.17 on 76 degrees of freedom
Residual deviance: 57.56 on 70 degrees of freedom
AIC: 71.56
e



DeVnuIl,w = Devpyi — DeViesig.

Duza réznica odchylenia zerowego (null deviance) i resztowego (residual
deviance) wskazuje na wystepowanie istotnych zmiennych w modelu,
odpowiednia p-warto$¢, uzyskana na podstawie rozktadu chi kwadrat z 6
stopniami swobody wynosi pchisq(105.17- 57.56,7-1,lower=F).

i jest mniejsza od 0.001. Tabelka reklasyfikacji i procent poprawnej
reklasyfikacji

kl

0 1
no 40 4
yes 8 25

[1] 0.8441558

Dokonajmy redukcji zmiennych w modelu metoda eliminacji wstecz,
sprawdzmy, czy mniejszy model mozna uznac za adekwatny i jak wyglada

reklasyfikacja.
e



urine.glm = glm(presence ~ ., data=urine, family=binomial)
urine.step = step(urine.glm, direction=""backward")
print(urine.step)

Call: glm(formula = presence
data = urine)

sg + mmho + urea + calcium, family = binomial,

Coefficients:
(Intercept) sg mmho urea calcium
-500.01090 497.12038 -0.20547 -0.01783 0.72232

Degrees of Freedom: 76 Total (i.e. Null); 72 Residual
Null Deviance: 105.2
Residual Deviance: 59.07 AIC: 69.07

Otrzymany podzbiér zmiennych objasniajacych: calcium, mmho, sg, urea

uzyskuje sie réwniez stosujac metode dotaczania.

Przetestujmy teraz, czy model mniejszy jest adekwatny, przy uzyciu

statystyki réwnej r6znicy odchylen, ktéra przy hipotezie Hy (model

mniejszy jest adekwatny) ma dla duzych licznosci w przyblizeniu rozkfad

X% z 7 — 5 = 2 stopniami swobody
e



print(anova(u2.glm, u.glm, test="Chi"))
Analysis of Deviance Table

Model 1: presence sg + mmho + urea + calcium

Model 2: presence ~ sg + ph + mosm + mmho + urea + calcium
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P(>|Chil)

1 72 59.071

2 70 57.560 2 1.511 0.470

Poréwnujac model mniejszy i wiekszy nie odrzucamy hipotezy, ze model
mniejszy jest adekwatny. Dopasowujemy mniejszy model i
przeprowadzamy reklasyfikacje.

u2.glm = glm(presence ~ sg + mmho + urea + calcium, data=urine,
family=binomial)

k12
0 1
no 40 4
yes 8 25

[1] 0.8441558

Otrzymaliémy dokfadnie takie same wyniki reklasyfikacji:
e



Podejscie teoriodecyzyjne

Zamienmy indeksy klas na Y = +1.

Witedy:

daY=1

—log p(x,y) = —y log(;Z2L7=)) = log(1 + exp(—y'x))
dlaY=-1

—log p(x, y) = —(~y) l0g(1ragax) = log(1 + exp(—y'x))

funkcja straty
I(y, f(x)) = log(1 + exp(—yf(x))

Najczestsze funkcje straty: -logarytm wiarogodnosci p(x, y) dla
dopasowywanego modelu.

Bue = argming Y I(yi, 8'x)
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Model proporcjonalnych szans

Przypusémy, ze zmienna Y jest zmienng nominalna o g uporzadkowanych
kategoriach (np. kategorie wiekowe, kategorie klienta: spfaty terminowe,
spfaty z opéznieniem, brak sptat). Informacja o uporzadkowaniu klas
powinna by¢ wykorzystana w modelu. Oznaczmy kategorie jako
1,2,...,g. W modelu proporcjonalnych szansdla j =1,2,...,g -1

Pr(y <Jj|x)
log ————""" _ =q; — ' *
gl—Pr(y<j|x) Q; /6 ) ( )
gdzie x = (x1,...,Xp)" jest wektorem predyktoréw. Funkcja logitowa

log(p/(L—p)) TdlapTiPr(y<jlx)TgdyjT= ar<az - <og_1.
Dla ustalonego j model (x) jest modelem logistycznej regresji dla
odpowiedzi binarnej 1 gdy {y <}, i 0 gdy {y > j}.

Dla g = 2 otrzymujemy model regresji logistycznej.



Waz ze zmiang j in (*) wyraz wolny «; sie zmienia, podczas gdy wektor
(3 pozostaje taki sam. Dla 7;(x)= Pr(y < j|x) zatozenie modelowe
oznacza, ze funkcja v;(-) jest przesunigciem funkcji v,(-). Mianowicie, np.
dla jednowymiarowego predyktora mamy

exp(a; — B(x — (o — )/ 3)

W) =17 exp(a; — B(x — (o — 0;)/B)
o (o~ ) 5).
% ]
* g Y T T T I



Nazwa 'model proporcjonalnych szans’ ( proportional odds) zwigzana z
faktem, ze zatozenie modelowe implikuje:

Yi(x1)/(1 — 7i(x1))
Yi(x2)/(1 = 7i(x2))

Tak wiec powyzszy iloraz szans nie zalezy od /. Konwencja znkéw (3: dla
x1 < xp przy 8 > 0 chcemy, aby powyzszy stosunek byt > 1 ( Uwaga:
procedura GENMOD (SAS) uzywa [ zamiast —3 w (x).

Parametry modelu estymowane przy uzyciu metody najwiekszej
wiarogodnosci.

Procedury: polr w R i Genmod w SAS.

Inne modele: model proporcjonalnych hazardéw

— exp(— B/ (x1 — x2)).

log(— log(1 — 7;(x)) = o + B'x

Zatozenie implikuje, ze P(Y > jlx1) = P(Y > j|xp)®P(F (=),



Inne metody dyskryminacji liniowej:
— perceptron Rosenblatta (liniowe sieci neuronowe);
— metoda oparta na regresji wielowymiarowej.

Klayfikacja oparta o regresje liniowa:
Odpowiedz: modyfikowana etykieta. Etykieta klasy kodowana jest jako
wektor g—wymiarowy

y=0W, .y

dla klasy k, y =(0,0,...,0,1,0,...,0) (1 na k—tym miejscu)

(g))/



Regresja wielowymiarowa

X — macierz eksperymentu n x (p + 1)
Y — macierz (a nie wektor) odpowiedzi

yo

oyl

Szukamy macierzy é(pﬂ)xg minimalizujacej

CRIT(B) =) _ lly; — [1,x]|BJ?
i=1



Regresja wielowymiarowa

Problem réwnowazny rozwiagzaniu g probleméw regresji wielokrotnej.

CRIT(B) = _ [lyi — [1,X]]B|I* =
i=1

SST0M - L xbi)? =

i=1 k=1

F:4 n

Do 0 Xy =

k=1 i=1
by, ...,bg - kolumny B.
Minimalizacja CRIT(B) minmimalizacja wszystkich wewnetrznych sum
oddzielnie. g probleméw regresji jednowymiarowej !



Macierz B skfada sie¢ z kolumn parametréw dla kolejnych probleméw
regresji (k-ty problem: odpowiedz 1 dla elementu k-tej klasy) dla
pozostatych klas: 'jeden przeciw wszystkim').

Okazuje sie, ze prognoza y(x) = [1,x']B ma wiasnosé

n

PR AROES!
i=1

Reguta klasyfikacyjna

5(x) = argmax P9 (x)
k=1,2,....g

Komentarz: §(-) dopuszcza uogédlnienie nieliniowe
— dyskryminacja gietka (flexible discrimination)



Maskowanie



Kwestia skal pomiarowych atrybutéw

Dotad milczaco zaktadaliSmy, ze atrybuty przyjmuja wartoSci rzeczywiste.
Nie ma problemu dla zmiennych ilosciowych dyskretnych ze stosowaniem
LDA, dyskryminacji logistycznej, empirycznej metody bayesowskie;.
Wartosci nominalne

X — przyjmuje r wartosci

i—ta warto$¢ — (0,0,...,0,1,0,...,0) (1 na i—tym miejscu)
musimy mie¢ dane zawierajace obserwacje dla kazdego uktadu atrybutéw,
aby metoda byta stabilna

warto$éci nominalne na skali porzadkowej: metoda ad hoc



i—ta warto$¢ — (i —1)/n

Naiwna metoda bayesowska

Dal atrybutéw nominalnych o odpowiednio kq,..., k, wartoéciach
potrzebujemy n >> g X ki X --- X k, wartosci aby wszystkie komorki
XM = XM X(P) = x(P) we wszystkich klasach zostaty zapetnione.
Metoda postepowania dla atrybutéw nominalnych unikajaca porblemu
przeklenstwa nieskonczonosci (curse of dimensionality) oparta na naiwnej
metodzie bayesowskiej (zaktadajacej niezaleznos¢ atrybutéw w klasach)

p(2/x) _ m p(x[2) _ m ﬁ p(x02)
p(1]x) — m p(x[1) — m 1L p(x(]1)

x = (xM . x(Py



atrybut x() — poziomy / =1,..., m;

P = 1) = 2
k

nik(1) — # elementéw klasy k, dla ktérych i—ty atrybut jest réwny /

p(x(’) = /2) estymujemy prze nial) . m
— yASYA - —
p(x0 =11y SYTHEYPEEE () g




Uwaga

® Naiwna metoda bayesowska dziata czesto dobrze nawet w
przypadku, gdy atrybuty sa zalezne !
® (ii) Poprawka Laplace'a
A () + A
P(x) = 1) = DT A
O =19 = 5 re(wy + 0

A=0.5,1



